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PREFACIO 


_ Al,componer el presente manual el autor hizo todo lo posible, 
timero, por dar una cantidad suficiente de ejercicios para adquirir 
los hábitos necesarios para resolver los problemas tipo (por ejemplo, 
el cálculo de los determinantes con elementos numéricos, solución 
de sistomas de ecuaciones lineales con coeficientes numéricos, etc.), 
segundo, dar problemas que contribuyan a aclarar los conceptos 
principales y su relación-mutua (por ejemplo, la relación entre las 
propiedades de las matrices y las propiedades de las formas cuadrá- 
ticas, por una parte, y las transformaciones lineales, ‘por la otra), 
tercero, dar problemas que completen las conferencias y contribuyan 
a la ampliación del horizonte matemático (por ejemplo, las pro- 
piedades del agregado de Pfaff de un determinante antisimétrico, las 
propiedades de las matrices asociadas, etc.). 

En algunos problemas se propone demostrar teoremas que pueden 
hallarse en los manuales. Dando estos problemas, el autor partía de 
que el profesor, al disponer de poco tiempo en las conferencias, 
podía ofrecerles a los estudiantes estudiar ellos mismos una parte 
del material y esto puede ofectuarse mediante este compendio de 
problemas, en el que se dan indicaciones que ayudan a realizar las 
demostraciones de modo autodidáctico, lo que contribuye al desa- 
rrollo de los hábitos iniciales de la investigación científica. 

El contenido y el orden de exposición del material en las confe- 
rencias dependen en lo fundamental del lector. El autor del libro 
se esmeró por presentar los problemas, teniendo en cuenta esta 
variedad de exposición. De aquí proviene cierto paralelismo y la 
repetición del material. Así, los mismos hechos se dan primero en 
la parte de las formas cuadráticas, y luego en la parte de las trans- 
formaciones lineales, algunos problemas se enuncian de manera que 
se puedan resolver tanto en un espacio euclídeo real, como también 
en uno unitario complejo. Nos parece que esto está bien para un com- 
pendio ya que ofrece mayor flexibilidad al utilizarlo. 

Al principio de algunos párrafos se dan introducciones. Éstas 
contienen sólo breves indicaciones de la terminología y designacio- 
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nes en los casos cuando en los manuales no hay una total unificación 
con respecto a ello. La introducción al $ 5 es excepción de lo dicho, 
en éste se dan los métodos fundamentales de cálculo de los determi- 
nantes do cualquier orden y se citan ejemplos para cada método. El 
autor consideró esto muy útil ya que los manuales carecen de estas 
indicaciones y los estudiantes chocan en estos casos con bastantes 
dificultades. 

Los números de los problemas, en cuyas respuestas hay solucio- 
nes o indicaciones, tienen asterisco. Las soluciones se dan para una 
pequeña cantidad de problemas: los que contienen un método general 
que se aplica luego a otros problemas (por ejemplo, el problema 1451 
que da el método de cálculo de la función con respecto a la matriz 
y el problema 1529 que contiene la construcción de la base, en la 
cual la matriz de la transformación lineal tiene la forma de Jordan) 
o los problemas de dificultad elevada (por ejemplo, 1433, 1614, 1617). 
Las indicaciones contienen, por regla genera], sólo la idea o el méto- 
do de solución, dejándole al estudiante resolver el problema por sí 
puno, Sólo los problemas más difíciles tienen un breve plan de 
solución. 


I. Proskuriakov. 


PARTE 1 


DETERMINANTES 


$ 1. Determinantes de segundo y tercer orden 


Calcular los determinantes: 


1. [52 2, (12 de ES 4. ја | а? ab 
таја sal 81 ab ђе |+ 
6. |п+1 a+b аьр 8. | ам AL 
n nal а aof ab a—b 
9. [cosa =ош 10. [к сва]. |] 
sena pen sen cosp |“ son ребов |“ 
12. ое МАРИ a 13. |2гепфсовр 2son?g—1 
cos f—cos a sen a —sen В|" 2006: p—1 2sen q cos p |“ 
14. |i—8 2 15. | 0—9 2 
ics TFE пе TFR 
-x ini: 2 4-0 | 
14-5 ти [ry Түр 
16. [140 _2 47. | t Лоња 
EE has 
2 dut 
1-5 1-8 
Calcular los determinantes en los cuales = У = 
48. | a cdi 19. je | 
—й b У 2a а—Ы|` 
20. | соѕ 0-і ѕеп a 1 21. a--bi c4-di 
1 cosa— isena |" + а-ы. 
Rosolver los sistemas de ecuaciones, empleando Jos determinantes: 
22. 22 + 5y = 1, 23. 22 — Зу = 4, 
Зх + Ty к 4r — 5y = 10. 


24. 5 — Ty 25. 42 + Ty + 13 
z— 2y = 0. 5r + 8y + 14 = 0. 

26. z cosa — у sen a = cos B, 27. ztga + у = son (а + P), 
ж зеп о; + у соз о; = sen В. z— y tga = соз (а + P), 

donde а + 5 + Кл (k es un número entero). 


Investigar si el sistema de ecuaciones es determinado (tione una 
solución única), indeterminado (tiene una cantidad infinita de 
soluciones) o contradictorio (no tiene solución): 


28. 4z + бу = ¿Darán las fórmulas de Cramer en este 
6z + ду caso una respuesta correcta? 
29. З= — 2y 30. (а — b) 2 = b — с. 
бх — 4y 
3. sena = 1 -- sena. 32, sena = 1 + сова. 
33. т sen (а + В) = sen a + sen f. 
34. ас = ab, 35, ах + by = ad, 
abz = b, bz + су = bd. 
36. az + 4y = 2, 37. az —9y — 6, 
9z + ay = 3. 102 — by = 10. 


„2 38. Demostrar que para que el determinante de segundo orden 
sea igual a cero os necesario y suficiente que sus filas sean propor- 
cionales. Lo mismo es justo también para las columnas (si algunos 
elementos del determinante son iguales a cero, la proporcionalidad 
puede comprenderse en sentido de que los elementos de una fila se 
obtienen de los correspondientes elementos de la otra fila, multi- 
plicados por un mismo número, que también puede ser igual a cero). 

39*. Demostrar que siendo a, b у с números reales, las raíces 
de la ecuación |77 2. |— 0 serán reales. 

40*. Demostrar que el trinomio de segundo grado az? + 262 + c 
con coeficientes complejos será un cuadrado perfecto, cuando y sólo 
cuando 


ab 
|; г|=0. 


41. Demostrar que, siendo а, б, с у d reales, las raices de la ecua- 


ción |25, L5 2|- 0 serán reales. 
42%, Mostrar que el valor de la fracción 222, en la cual por 


lo menos uno de los números c, d difiere de cero, no depende del valor 


de z cuando y sólo cuando = 0- 


Calcular los determinantes de tercer orden: 

43. |213| 44, |321) 45, |4—8 5 
532|. 253|. 3-2 8|. 
143 342 1-15 

46. |32 —4| 47.|3 4—5) 48. |42 —1 
41 —2 8 7—2). 53 —2/. 
52—3 2—1 8 32—1 


49. |111| 50. [014] 51. 1563] 52, |203 
123]. 101]. 010]. 116]. 
136 110 745 605 

53. |15 25 111 55. |123 56. Jab е 
i8. 4 5 9. 456 bea. 
1804 46 25 81 789 cab 

57. jabe 58. |0а0 59, jazz 
са. bed|. 14. 
bea 0e0 220 

60. ja+z z z 61. [024-1 ap ay 
z bpr :] eB Bi py | 
2 z cbr ay By PH 

62. | cosa зепа созВ sencsenf| 63, [sena cosa 1 
— sen о соз a cos В cosa sen В |. зоп В созф 1|. 

0 — вар cosp son y cosy 1 


64. Para qué condición es válida la igualdad 

1 cosa cosp 0 cosa cosp 
сова 1 cosy сова 0 cosy]. 
cosp cosy 4 cos f cosy 0 


65. Mostrar que el determinante 


a? bsena esena 
bsna 1 созт 
esona сова 1 


y otros dos determinantes obtenidos del dicho modiante la permuta- 
ción cíclica de los elementos a, b, c y с, f, y, son nulos si a, b, c 
son las longitudes de los lados de un triángulo y а, D, y, sus ángulos, 
opuestos a los lados а, b, c, respectivamente. 

Calcular los determinantes de tercer orden en los cuales i = y =T: 


66. Ру 67. | = в+ыс+й 


ta abi y efi 


1—0 Я се z 
68, 4. уз 

‚ donde e= m we ы 
69. 2 2 

» donde e—cos 3 14 Eisen sx 
70. 


‚ donde e=cos t.a --isen 4л. 


71. Demostrar que si todos los elementos del determinante de 
tercer orden son iguales а +1, el propio determinante será un núme- 
ro par. 


и 


72*. Hallar el valor máximo que puede tomar cl determinante de 
tercer orden a condición de que todos sus elementos scan iguales a + 1. 
73*. Hallar el valor máximo del determinante de tercer orden 
a condición de que todos sus elementos sean iguales a +1 6 0. 
Resolver los sistemas de ecnaciones, empleando Jos determi- 
nantes: 
74. 2х + Зу + 52 75. 52 — бу + 42 = 3, 
Зе +7 3z — Зу + 22 = 2, 
. Ат — 5y + 2z = 1. 
76. 4х — Зу + 22 77. 5а + 2y + 3+ 2—0, 
[^ 2z 5 


— 2y + 52 = 0, 
Зх + ду + 22 + 10 — 0. 
Y 2—0, 79. гаг — Зђу +с2 =0, 


4 E-4=0, — 3az— by 4- Sez = дађе, 
= + ==0. — Баг—Ађу + 2: = Заһс, donde abcs 0. 


80*, 4bcr + асу — 2abz 
Бег + Засу — 4abz + abe = 0, 
Bbez + 2acy — аг — 4abc = 0, donde abe + 0. 

81*. Resolver el sistema de ocuaciones: 

z+ y+ з=а, 

z+ ey+ez=b, (e es un valor de VT diferente de la 

= + иу + es c. unidad). 

Investigar si el sistema de ecuaciones es determinado, indetermi- 

nado o contradictorio: 


ЈИ] 


82. 22 — 3y + :—2 =1, 
Зх — 5y + 52 = 3, =1, 
5r — Ву + ба = 5. =>. 

84. 5л — бу + z= =4, 
Эл — 5y — 2 = = 8, 
2r — у+ 31 = 5. = 2, 


86. Jar — 23y + 29: = 4, 87. az — Зу + 5: = 4, 
Та + ay + 4z = — ау + 32 = 2, 
5: + ду + az= 9r — Ту + Ваг = 0. 

= 89. az + 22 = 2, 
5х + 2у = 1, 
Ф—2у+%=3. 

Por medio del cálculo directo, según la regla de los triángulos o 
según la regla de Sarrus, demostrar las siguientes propiedades de los 
determinantes de tercer orden: 

90. Si en el determinante de tercer orden las filas y las columnas 
cambian de papel (o como suele decirse, se transpone su matriz), 
el determinante no variará. 
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91. Si todos los elementos de cualquier fila (о columna) son nulos, 
el propio determinante también es igual a cero. 

92. Si todos los elementos de cualquier fila (o columna) del deter- 
minante se multiplican por un mismo número, todo el determinante 
también se multiplicará por ese mismo número. 

93. Si so permutan dos filas (o dos columnas) del determinante, 
éste cambiará de signo. 

94. Si dos filas (o dos columnas) del determinante son iguales, 
éste ез igual a cero. 

95. Si todos los elementos de una fila son proporcionales a los 
correspondientes elementos de otra fila, el determinante es nulo 
(lo mismo es justo también para las columnas). 

96. Si cada elemento de cierta fila del determinante está repre- 
sentado en forma de una suma de dos sumandos, el determinante será 
igual a la suma do dos determinantes, en este caso todas las filas, 
menos la indicada, quedarán las mismas, y en la fila dicha del primer 
determinante se encontrarán los primeros sumandos, y сп la del 
segundo, los segundos (lo mismo es cierto para las columnas). 

97. Si a los elementos de una fila del determinante se les añaden 
los correspondientes elomontos de otra fila, multiplicados por un 
mismo nümero, el determinante no cambia (lo mismo es válido para 
las columnas). 

98. Se dice que una fila del determinante es una combinación 
lineal de las demás filas, si cada clomento de dicha fila es igual a 
la suma de los productos de los correspondientes elementos de las 
demás filas multiplicados por ciertos números, constantes para 
cada fila, es decir, que no dependen del número del elemento en la 
fila. De modo análogo se determina la combinación lineal de las 
columnas. Por ejemplo: la tercera fila dol determinante 


ап аза 
аз аза йз 
031 аза зз 


será una combinación lineal de las primeras dos, si existen dos núme- 
ros сү y са tales quo ад) = сүа; + суа, (j = 1, 2, 3). 

Demostrar que si una fila (columna) del determinante de torcer 
orden es una combinación lineal de las demás filas (columnas), el 
determinante será igual a cero. 

Observación. Es válida también la afirmación invorsa, pero ella 
se desprende del posterior desarrollo de la teoría de los determi- 
nantes. UM 

99*. Usando el problema anterior, demostrar en un ejemplo que 
para que ol determinante de tercer orden sea nulo, a diforencia de 
los determinantes de segundo orden (véase el problema 38), ya no 
es necesaria la proporcionalidad de dos filas (o columnas). 

Aplicando las propiedades de los determinantes de tercer orden, 
indicadas en los problemas 91—98, calcular los siguientes determi- 
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пап{ез: 


100. 


102. 


104. 


106. 


107. 


109. 


110". 


Sin d 


tidades: 


1и. 


112. 


113. 


114. 


115. 


ив. 


117. 


senta 1 costa 
son? В 1 cos? ф 
sent ү 1 сову 


sent В соз2р cos? B 
зеп? y cos2y cost y 


101. ЕЯ соз 2@ costa. 


za ат--Ъ' 103. [(c,+b))? «4-63 а, 
yy eyrby' |. (237-03)? ай+ asa |. 
zz artos (as +b)? 03403 asba 
abc 105. | (a*-Fa7)* (a*—a-7) 1 
be а 4], CAN 
ce+a bi (ezen)? (e— enn 1 
lee 

eei 


» donde e es un valor de j/ 1 diferente de la unidad. 


zy c 
sena cosa воп (04-5) 108. |a bit ан — с 
senp созв matol, 

seny cosy sen (y-+6) 


donde i— y^ 
^n п i 
я opu, 1| Qe шша interpretación geométrica 

zin за Ме | del resultado obtenido). 

um oua у 

n Pr donde a, B у y son las raíces de la ecuación 
зар" 2+2=0. 
esarrollar los determinantes, demostrar las siguientes iden- 
аз by az уфа а bi e 

аа ba az bay + са |= |а ba са |, 

аз ba agt + bsy + с; аз Da 6 

ау а er аза 

аза: ay—baz с, | = — 22 | as de cal. 

LER ag—bst сз аз ba су 

а И atb, сү а у су 

а аф, са |= 2 |as da «|, 

a5 bs. 431403 су °з bs су 

а аш, сү а b сці 

57k bas аза, ез| == (1—23) [аз da са |. 

аз зт agr- by су а, Бус, 

dabe 

1 b ca| = (b—a) (e—a) (c—b). 

tea 

1 ааз 

15 El =0-0 (000. 

tec 
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a b c |= (a--b--c) (6 —a) (c—a)(c—b). 

epo 


ив, |t t 4 
ar d? cè |= (ab +ac + be) (ba) (e—a) (c 0). 
аз 53 с 
19. и = (a? 4- 4-0 аЬ + ас 4- bc) 
cal Ф—а)(с—а)с—8). 
120%, |1 a de 1 
ib ca|—|15 
icab ico 
121. |1 a а mo 
1609 —(a--b--o)|t ò è]. 
tes ico 
122. |1 a? а laa 
| b? b | (ab -- be + са) |1 6 8: |. 
лез feet 


$ 2. Permuteciones y sustituciones 


Definir la cantidad de inversiones en las permutaciones (si no 
hay indicaciones determinadas, a título de la disposición inicial se 
toma siempre la siguiente: 1, 2, 3, . . . en orden creciente): 

123. 2, 9, 5, 4, 1. 124. 6, 3, 1, 2, 5, 4. 

125. 1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8. 126. 7, 5, 6, 4, 1, 3. 2. 

127. 1, 3, 5, 7, 2n — 1,2, 4, 6, 8, ..., 2n. 

128. 2, 4, 6, ..., 2л,1,3,5, .. 2n—1 

En las siguientes permutaciones defin 


el nümero de las inver- 


siones y señalar el criterio común de los números л para los cuales 
dicha permutación es par y aquéllos, para los que es impar: 


о 4—3, $, 7, .. 4n —1,2,6, .. „ án — 2, 
ЊВ у» % 

135. 4n, 4n — 4, . . „8, 4, ån — 1,4п—5,...,1,3,4п—2, 
4n —6,.. „‚ 6, 2, 4л — 3, án — 1, ... 5,1. 

136. ¿En qué permutación de los números 1, 2, . . ., n la cantidad 
do inversiones será la máxima y cuál será su valor? 

137, ¿Cuántas inversiones formará el númoro 1 que se encuentra 
en el lugar # de la permutación? ~ 

138. ¿Cuántas inversiones formará el número п que se halla en 
el lugar % en la permutación de los números 1, 2, 3,... п? 

139. ¿Cuál será la suma del número de inversiones y del número 
de órdenes en cualquier permutación de los números 1, 2, ..., n? 

140. ¿Para qué números n la paridad de la cantidad de inversiones 
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y del número de órdenes en todas las permutaciones de los númoros 
1,2, ..., n es igual y para cuáles será inversa? 

141%. Demostrar que la cantidad de invorsiones en la permuta- 
ción ај, Ag, . . ., a, es igual al númoro de inversiones en la permuta- 
ción de los Índices 1, 2, . . ., л que se obtiene, al sustituir dicha per- 
mutación por la disposición inicial. 

142*. Mostrar que de una pormutación de ај, ад, . . ., а, a otra 
permutación de b,, bz, . . ., bn de los mismos elementos puede pasarse 
mediante no más de п — 1 transposiciones. 

143*, Dar un ejemplo de la permutación de los números 1, 2, 3, .. . 
+ + „ п que no se puede reducir а una disposición normal mediante 
menos de n — 1 Lransposiciones y demostrar eso. 

144*. Mostrar que de una permutación де ај, а, . . ., а, a cual- 
quiera otra permutación b, Dz, . . ~ b, de los mismos elementos se 


puede pasar aplicando no más de +=" transposiciones conti- 


guas (es decir, transposiciones de los elementos adyacentes). 

145*, Se da que el número de inversiones en la permutación do 
ауу gs s.s dps ал ©з igual a А. ¿Cuántas inversiones habrá en la 
permutación de dns а-у, ..., ау ау? 

146*, ¿Cuántas inversiones hay сп todas las permutaciones de n 
elementos еп total? 

147*. Demostrar que de cualquier permutación do los números 1, 
2, . . ., п que contieno k inversiones se puedo pasar а la disposición 
inicial aplicando # transposiciones contiguas, pero no se puedo hacer- 
lo con un número inferior de tales Lransposiciones, 

148*, Demostrar que para cualquier número entero # (0< k < C), 
existe una permutación de números 1, 2, 3, . . ., n, cuyo número de 
inversiones os igual а k. 

149*. Designemos por (n, X) el número de pormutaciones de los 
números 1, 2, . . ., n, cada una delas cuales contiene precisamente 
k inversiones. Deducir para el número (n, k) Ja relación rocurrento: 
(n + 1, k) == (n, k) + (n, k — 1) + (n, k — 2) +... + (n, k п), 
en la que debo ponerse (n, 7) = 0 para 2 Сї, y para j < 0. Emplean- 
do esta relación, componer la tabla de los números (n, К) para 
п = 1, 2, 3, 4, 5, бу k = 0, 1, 2, .. 15 

150*. Mostrar que el número de permutaciones de los números 1, 
2,..., n, que contienen k inversiones, es igual а la cantidad de por- 
mutaciones de los mismos números que contienen C$ — le inver- 
siones. 

Desarrollar las siguientes sustituciones en el producto de ciclos 
independientes y definir su paridad por el decremento (o sea, Ја 
diferencia entre el número de elementos realmente desplazables y el 
número do ciclos). Persiguiendo una mayor comodidad de los cálcu- 
Jos, para los números que permanezcan en su sitio puede introducirse 
la descomposición en ciclos monomiales. 


151. (12345 152. (123456 
(41523) 51423). 
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153. [12 тву 154. (123456789) 
(81 а) (5582148367) 
155. (12 789) 156. (1234556 
(23 894/* (456128) 
„(1 mt 2а 
199 (s 2a 2n—1]* 
158. (1 Sn—2 3n—1 Зп 
(з Зп 3a—1 3n—2 
159. (1 n 2n—3 202 204 2n 
(5 „2ni тоа =). 
1 3n—2 3n—1 
al" am 
161. (1 3n—2 3а—1 3n 
n t $5 
162. ( ee Кз. прве пк—К+2 му 
вера ва о Фе 1 DE 


En las siguientes sustituciones pasar de la anotación en ciclos 
а Ја anotación en dos filas: 


163. (1 5) (2 3 4). 164. (1 3) (2 5) (4). 

165. (7 5 3 1) (2 4 6) (8) (9). 

166. (1 2) (3 4)... (2n — 1, 2n). 

167. (1, 2, 3, 4, ... 2n — 1, 2n). 

168. (3 2 1) (6 5 4)... (3n, 3n — 1, 3n — 2). 
Multiplicar las sustituciones: 

169. (1 234 ( 234 


А 182)(3 244): 

170, [12 345) (12345 
24813) (53412). 
12 1234 

m. (35124) (84152) 

172. [4 23 4y2 173. [12345 
(5341) (81542) 


BU 174. Demostrar que si cierto grado del ciclo os igual a la unidad, 
el índice del grado se divide por la longitud del ciclo. (Se Пата 
longitud del ciclo el número de sus elementos.) 

Щ 175. Demostrar que entre todos los grados de la sustitución 
iguales a la unidad, el índico mínimo es igual al mínimo común 
múltiplo de las longitudes de los cielos que constituyen el desarrollo 
de la sustitución. 


176*. Hallar A, donde А -( 254 s 1 у j Н ш 3 
177. Hallar А!®, donde А = (153 Crer өшү. 
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178. Hallar la sustitución X de la igualdad AXB=C, donde 
1234567 1234567 
а= (7321654). ве (5127456 
1234567 
Са (5156472): 


179. Demostrar que la multiplicación de la sustitución рог la 
transposición (o sea, por el ciclo de dos términos) (а, B) a izquierda 
equivale a la transposición (o sea, al cambio de lugares) de los núme- 
ros @ y f en la fila superior de la sustitución, y la multiplicación 
por la misma transposición a derecha equivale a la transposición 
de æ y B en la fila inferior de la sustitución. 

180, Demostrar que si los números æ у В entran on un ciclo de 
la sustitución, entonces, al multiplicar esta sustitución por la 
transposición (œ, В) (a izquierda o a derecha) dicho ciclo se descom- 
pone en dos ciclos, pero si los números œ у 8 forman parte de distin- 
tos ciclos, entonces durante la multiplicación mencionada estos 
ciclos se unen. 

181*. Empleando los dos problemas anteriores, demostrar que Ја 
cantidad de inversiones y el decremento de cualquier sustitución 
tienen la misma paridad. 

82*. La sustitución dada se descompone en el producto de trans- 
posiciones, demostrar que el número mínimo de las transposiciones 
es igual a su decremento. 

183*. Demostrar que la cantidad mínima de transposiciones 
que convierte la permutación а, аз, ..., а, en la permutación 
bis bar . . -» Б, de los mismos elementos es igual al decremento de la 
sustitución 


184*. Hallar todas las sustituciones de los números 1, 2, 3, 4, 
conmutativos con la sustitución 
1234 
5=(; 143): 
185. Hallar todas las sustituciones de los números 1, 2, 3, 4, 5, 
conmutativos con la sustitución 
( 2345 
34521) 


186*, Para cualesquiera números enteros т y m, donde т == 0, 
designemos por r (т, m) el resto (que se considera no negativo) de la 
división de z entrem. Demostrar que si m = 2 y a es un número entero, 
además, a y m son números primos entre sí, la correspondencia de 
xr (az, m), 2 = 1, 2, . . ., m — 1, es la sustitución de los núme- 


ución de los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
para la cual el número т pasa al resto si 52 se divide por 9. 
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$ 3. Definición y propiedades elementales 
de los determinantes de cualquier orden 


Los problemas do este párrafo intoutan explicar el concepto de determinon- 
te de cualquier orden y sus propiedades elementales, incluyendo la igualdad a 
cero del determinante, cuyas filas son lineabmento dependientes, у el desarrollo 
del determinante por la fila, 

En los siguientes párrafos зе dan los problemas para adquirir hábitos del 
cálculo de los doterminantes con elementos numéricos, problemas roferentes а 
los métodos de cálculo de los determinantes de forma especial, al teorema de 
Laplace, a la multiplicación de los doterminantes, etc. 


Aclarar cuáles de los productos, citados más abajo, entran en los 
determinantes de órdenes correspondientes y con qué signos: 

188. аңзйууазый1йзд. 189. 2910730450 3001:0540 

190. аглазвазалаб ава аза. 19. 0330160,9090550 44. 

192. аззаззаза > ++ Cuanto 1 S < п. 

193. à15455 - - - ап-улат- 

194. аззалазадаз >> Canino aa 

a =». - Cn: 

196. аудаззадуацоавуавао » > > @зһ-з,зл@зл-л.за-1@зю.зн-з- 

197. Elegir los valores de і у k de modo que el producto 


Aes а заа 
entre en el determinante de sexto orden con el signo menos! 
198. Elegir los valores de £ y К de modo que el producto 
410830) (055071024031 
entre en el determinante de 7 orden con el signo más. 


199. Hallar los términos del determinante de cuarto orden que 
contienen el elemonto az, y entran en el determinante con el signo 


200. Hallar los términos del detorminante 


5:123 
121$ |, que contienen zt y 2% 
1122: 


201. ¿Con qué signo entra el producto de los elementos de la 
diagonal principal en el determinante de orden m? 

202. ¿Con qué signo entra el producto de los elementos de la 
diagonal secundaria en el determinante de orden п? 

203. Usando sólo la definición, calcular el determinante 
о 0 
da 0 
la ба аз . 


ам dns Ang + 


en el cual todos los elementos por un lado de la diagonal principal 
son nulos. 


ЕУ 19 


204. Utilizando sólo la definición, calcular el determinante 
0 0 ал 
O anna аш 


ап, п-з Чл, not ann 
en el cual todos los elementos por un lado de la diagonal secundaria 
son nulos. 

205. Usando sólo Ја definición, calcular el determinante 


Фа Gig dy ац а 
аз бз азз dn Qn 
an 45 0 0 0 
anast 0 0 
аы 4 0 0 0 


206. Demostrar que si en el determinante de orden n en la inter- 
sección de ciertas k filas у 1 columnas se encuentran elementos 


nulos, con la particularidad de que k + 1 œ> n, el determinante es 
igual a cero. 


207*. Resolver la ecuación 


ба эй... 
la а... а 
Га: 41... а |=0, 
1 аһ ад... añ 
donde ај, as, .. ., ân son números distintos. 
208. Resolver la ecuación 
4 X 5 4 m» Ж 
i des 4 ouv + 


1 


1 


209. Hallar el olemento del determinante de orden п simétrico 
al elemento a;, con respocto a la diagonal secundaria. 

210. Hallar el elemento del determinante de orden n, simétrico 
al elemento a;, con respecto al «centro» dol determinante. 

211. Denominaremos par o impar el Jugar del elemento a; del 
doterminante en función de si la suma # + k es par o impar. Hallar 
la cantidad de elementos dol determinante de orden m, situados en 
los lugares pares o impares. 

212. ¿De qué modo cambiará el determinante de orden n si la 
primera columna se permuta al último lugar y las demás columnas 
se dosplazan a la izquierda, conservando su disposición? 

213. ¿Cómo cambiará el determinante de orden п si sus filas 
se escriben en orden inverso? 
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214. ¿Cómo cambiará el determinante si cada ипо de sus elemen- 
tos se sustituye por un elemento simétrico al dicho con relación al 
«centro» del determinante? 

215*. ¿Cómo cambiará el determinante si cada uno de sus ele- 
mentos se sustituye por un elemento simétrico al dicho con relación 
a la diagonal secundaria? 

216*. El determinante se denomina antisimétrico si los elementos, 
simétricos respecto a la diagonal principal, se diferencian por el 
signo, o sea, ак = ——ац para cualesquiera índices de 1, К. 

Demostrar que el determinante antisimétrico de orden impar т 
es igual a cero. 

217*. Demostrar que el determinante, cuyos elementos simétri- 
cos respecto a la diagonal principal son números complejos conjuga- 
dos (por ejemplo, reales), es un número real. 

218. ¿Para cuales valores de n todos los determinantes de orden n, 
cuyos elementos satisfacen las condiciones 


(a) а} es un número real para ј >k, 
(В) аһу = la para j>k (i V —1) 


serán reales? 

219. ¿Para qué valores de n todos los determinantes de orden п, 
cuyos elementos satisfacen las condiciones (а) y (В) del problema 
anterior, serán imaginarios puros? 

220. Mostrar que рага z impar, todos los determinantes de orden 
n, cuyos elementos satisfacen las condiciones (ж) y (B) del problema 
218, tienen la forma a (1 = i), donde а es un número real. 

221. ¿Cómo cambiará el determinante de orden п sí cada uno 
de sus elementos varía de signo? 

222*. ¿Cómo cambiará el determinante si cada uno de sus ele- 
mentos a;n se multiplica por c'^^, donde c = 0? 

23*. Demostrar que cada término del determinante consta do 
un número par de elementos, que ocupan el lugar impar; do un nüme- 
ro par de elementos que ocupan el lugar par, si el determinante 
posee el orden par, y de un número impar, si el determinante es de 
orden impar. 

224*. Demostrar que el determinante no cambiará si varía ol 
signo de todos los elementos en los lugares impares; pero si varía 
el signo de todos los elementos en los lugares pares, el determi- 
nante no cambia, siendo del orden par y cambia, siendo del orden 
impar. 

225. Demostrar que el determinante no cambiará si a cada fila, 
excepto la última, se le añade la fila siguiente. х 

226. Demostrar que el determinante по cambiará si a сада colum- 
na, a partir do la segunda, se le añade la columna anterior. 

27. Demostrar que el determinante no cambiará si de cada fila, 
excepto la última, se restan todas las siguientes filas. 

228. Demostrar que el determinante no cambiará si a cada colum- 
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па, a partir de la segunda, se le añaden todas las columnas prece- 
dentes. 

229. ¿Cómo cambiará el determinante si de cada fila, excepto 
la última, se resta la siguiente fila, y de la última fila se resta la 
fila primera inicial? 

230“. ¿Cómo cambiará el determinante si a cada columna, em- 
pezando por la segunda, se le añade la columna anterior, sumando 
ál mismo tiempo la primera columna y la última? 

231. ¿Cómo cambiará el determinanto de orden n si su matriz 
gira en 90° alrededor del «centro»? 

232. ¿A qué equivale el determinante, cuya suma de las filas 
con números paros es igual a la suma de las filas con números impares? 

233. Hallar la suma de todos los determinantes de orden n > 2, 
<ada uno de los cuales en cada fila y cada columna tiene un elemento. 
igual a la unidad y todos los demás nulos. ¿Cuántos determinantes 
do ese tipo habrá? 

234. Hallar la suma de los determinantes de orden n > 2: 


аа 


20 
а.а С 26 
Gng Опа, t Ana, 

donde la suma se toma рог todos los valores de %;, as, . . ., ал, que 


varían independientemente el uno del otro desde 1 hasta m. 
. Supongamos que todos los elementos del determinante 
9n аң 
4n ба 


ад 
аза 


son números enteros dígitos. Designemos рог ЈУ, el número escrito 
por las cifras de la ¿-ósima fila del determinante, conservando su 
disposición (am es el número de unidades, ајд. es el número de 
decenas, etc.). Demostrar que el valor del determinante se divide 
por el máximo común divisor de los números Mı, Ns, . . ., Nn. 

236. Desarrollando por la tercera fila, calcular el determinante 


2341 
4 -2 32 
а b са 
3-143 


237. Desarrollando por la segunda columna, calcular el determi- 
nante 


5а2 ~ 
4 b 4 —3 
2 e 3 -—2[ 
4 d 5 —4 


Calcular los determinantes: 

238. је 3 0 5] 239.1 02а 240. |2220 
0502 2050 ТШ 
1203 3:45 ое:0] 
0004 4000 ghkul 

0000» 


241. Sea M;, el menor del elemento a; del determinante D. 
Mostrar que si D es un determinante simétrico o un determinante 
antisimétrico de orden impar, М, = Му; pero si D es un determi- 
nante de orden par, Миу 

242. Sea D un determinante d$. 'orden n 2-1, D' y Р" determi- 
nantes obtenidos de D sustituyendo cada elemento а por su comple- 
mento algebraico A ¡y para D’ y por su menor М para D”. Demostrar 
que D' = р". El determinante D’ se denomina recíproco (o adjunto) 
a D. De cómo expresar D' por medio de D véase el problema 506. 

243. Calcular el siguiente determinante sin desarrollarlo: 


в b ‹ 1 

b € a 1 

с а b 1 

bie eta atb , 
2 2 


Sin desarrollar los determinantes, demostrar las siguientes iden- 
tidades: 


244*. |0 хуз 0131 
202 y|_[10 2 y 
у 02 [120 z| 
у 20 
245". |1 
t 
E 
246". |, a, а 
1а, а 
1 а„а2 ... аа eii us an 
1а а 
= аыл, sss па) E в о E 
vua 


dondo la suma se toma por todas las л — i-ésima combinaciones de т 
números 1, 2, 3, ..., n. 
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Demostrar las identidades empleando las propiedades de los 
determinantes, incluyendo el desarrollo por una fila o columna: 


MUS uem en В oos 2B 
co В con ВЕ а BEY 


celu son DES ens ға 


=> [sen ($ —a) +sen (y — f) +sen (a —y)l. 


248. |sema sena cosa costa 
sen*B senficosP созар 

sen?» sen ycos y cost y 

== sen (a — В) cos æ cos B + sen ($ — y) cos B cos y + 

+ sen (y — 2) cos y cos a. 


249. |(а+ђ ез “ 
a Qo ar |=2abe (a +b+0). 
La м (eR 
250.| _1 TM 
"rz афу 
РЕ а а (а—®) (ас) (6—6) (г=у). 
FETE ' er Y2c*26GYDOTOCTD 
1 1 
RECTE! 
250.| 1 
ат афу uF: 
? 1 1 „(ЖЕ [29 
В: У-у ЪФ: |= 


1 
pz epy E 
(0—5) 0—0) Ф—е)(«—)(к—] 
(а +2) (63-2) (2 - 2) (а у) (0+0) (а 4-2) (042) CF) 
252. | а9--(1—азусоз p ађ (1-—008 Ф) _ ac(1—cos p) 
ba(i—cosQ) ^ 52--(1——55) cos q Фе (1—cos q) 
ca(i—cosq)  co(1—cos q) e2+(1—c*) cos p 


zcos*q, siendo a?-- 02-с — 1. 


253*. 
[eos q cos x —sen р sen y cos @ —sen р сов ¡eos psen y eos 0 sen sen 6) 
[cos ф sen y-+sen q сов y) сов Ө — зеп ф sen -cos q cos y сов 8 —cos son D 
Зепрзеп@ соз‹фзеп@ сов0 
254.| a b c d 


L5 а (аза д. 


=c d а 
—d с—» a 


=4. 


a? + 58 + 02 9ab — 9bc —2ac + 28. 


a 


8—5 —2 2 

44 
4—9 —8 7 
2—6—32 


con elementos numéricos 


= [22 024 24 u* — 2 (zy + zz + ти + yz + yu + ги)). 
$ 4. Cálculo de los determinantes 


Calcular los determinantes: 


271.13 6 5 64 272.135 59 71 52 
59786 4270 77 54 
61213 9 7]. 43 68 72 52|* 
46654 2949 65 50 
25453 
273. |27 44 40 55 274. |24 11 13 17 19 
20 64 21 40 51 13 32 40 46 
13 —20 —13 24|* 61 11 14 50 56|, 
46 45 —55 84 6220 7 18 52 
80 24 45 57 70 
275.13 9 3 , 276%. | 4 5 3 
SEA Ver € 
5 8 9 
X = -i -y з —42 5 
m, ub og E 2:5 5 
yy ЈЕ TE UE 
7 —8 —4 —5 1 2 3 
UNES па WE 
27435, c0 4|  £Xe|vi уз vs үз 
ж T Уб yayo -2V3 
0-2 7 8 убгув 5 у 
5 _4 а M]. 2 2y6 уп ув 
EF TF 
asin 
ESE ҮШ 


$ 5. Métodos de cálculo de los determinantes 
de orden n 


Introducción, El método de cálculo de los determinantes con elementos 
uméricos que consisto en anular todos los olomentos de cierta fila (columna), 
«excepto una, у en reducir posteriormente el orden, se hace y voluminoso para 
los determinantes de un orden dado con elementos litorales. Еп un caso goneral 
este camino conduce a la oxpresión, que se obtiene al calcular el determinante 
aplicando diroctamento su definición. Dicho método es aún más incómodo 
Hus un determinante con olementos numéricos o literales y un orden n arbi- 
trario. 

No existe un método común para calcular semejantes determinantes (si no 
se toma en consideración la expresión del determinante quo se da en su defini- 
ción). A los determinantes de uno u otro tipo especial se les aplican diversos mé- 
todos de cálculo que conducen a expresiones más elementalos (о sea, que con- 
tienen una cantidad menor de operaciones) quo la expresión del determinante 
según su definición. Examinaremos algunos de esos métodos, los más usados, 
luego, con fin de asimilarlos mejor, citaremos problemas para cada uno de los 
citados métodos, y a continuació Problems. para los cuales el estudiante 

tendrá quo elegir individualmente el método de resolución. Para facilitar la 
orientación en el material, los problemas relacionados con el teorema de La- 
«place y la multiplicación de los determinantes, están reunidos en párrafos apartes. 


26 


1. Método de reducción a la forma triangular, Este método consiste en 
transformar el determinante de tal forma que todos los elementos, a un lado do 
una де las diagonales, sean nulos. El caso de la diagonal secundaria, invirtiendo 
el orden de Jas filas (o columnas), se reduco al caso de la diagonal principal, El 
determinante obtenido es igual al producto do los elementos de la diagonal 

rincipal. 
P femplo 1. Calcular el determinante de orden н: 


1 
о 
о 


р= 


=~. 


е. 


Ejemplo 2. Calcular el determinante 


zz 
zaz 
реј: z a. 


а 
z—a, а, 
D=|2—a, 


20 
De la primera columna sacamos a, — z, de la segunda, а, — =, .. ., dela 


ncésima columna, ад, — т: 


D—(4,—2)(24—2) ... (a, 2) X 


z z z 
ат а-к Ror °С m 
- А W сав Ш 

INE ME све Чу 
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Supongamos que 
primera: 
D=(01—2) (аа—=) ... (an —2) X 


—- У абадатоз todas las columnas a la 


ar 


ак 


а= аһ = 


П 


° 


44 


=a (0,2 (2)... (an—a) ( z=) 

2. Método de separación de los factores lineales. El determinante so consi- 
dera como un polinomio de una o varias letras que entran en éste. Al transformar- 
lo, so ve que se divide en unos cuantos factores lineales, lo que significa (si esos 
factores son primos entre sí) que so ide también en su producto. 

Al comparar algunos términos dol determinante con los términos del pro- 
ducto de los factores linealos, se oncuentra ol cociente de la división del deter- 
minante por eso producto y, de ese modo, se halla la expresión para el determi- 
nante. 

Ejemplo 3. Calcular el determinante 


огуз 
т0:у 
Dol sos 
2020 


den todas las demás, se ve que ol determi- 
а la primera columna se le añade Ја segunda 
y se restan la tercera y cuarta columnas, aparoco el factor y + = — z; si a Ја 
primera columna se le añade la tercera y so sustraen la segunda y cuarta colum- 
nas, surge el factor z — y + z; por fin, si a la primora columna se lo añade la. 
y зе sustraon la sogunda y tercera columnas, sale el factor z + y 

Considerando que т, y, z son incógnitas Independientos, hacemos la conclusión 
de que todos esos cuatro factores son primos entro sí de dos en dos lo que signi 
fica quo el чаи е sn аа рог зп producto (2 + y- 2) (y + 1—3) X 
ха — y + a) (z + y — 3). 

: Este producto contione el término st con el coeficiente —1, mientras que 
el propio determinante tiene el mismo término z* con el cooficiente +1. Én- 
tonces, 


D= +y + a) (0 2 arte yyl 
= гаф yth 24 — 2n 


Si а la primera columna se lo 
nante se divide por z + y -+ 


22888 — 2уба, 


Ejemplo 4. Aplicando el n 
calcular el determinante de Va: 


Considerando D, como un polinomio de una incógnita 7, con coeficientes 
dependientes de ху, - .., га а, Vemos quo se anula para zp = ту. zy = 
+ Tn = хасро У рог ез0 se divide por zy — дл — Zar -> -y та 


2з 


Todos esos factores son primos entre sí (ya que тү, 22, 
dientes desde el punto de vista algebraico). Por consiguio 
su producto, es decir, 


Ру = q (ла, Хау + с оу Em) (та — m) (а — ы)... (n а): 


Al descomponer Dy por la última fila, vemos que éste es un polinomio de 
grade n — 1 con respecto a ха, con la particularidad de que ol cocficionte de 
217 es igual al determinante de Vandermonde D,., compuesto de incógnitas 
Z, tes ve <> Ina Como el producto del paréntesis en ol segundo miembro de Ja 
última igualdad contiene 22-2 con ol cueficiento 1, el polinomio q (pm. 
- + -y т} по posee ol término zn, у comparando los cooficiontes de 24 en ambos 
miembros de la igualdad, obtenemos Da-i = 4 (zi, Ze, - «+ n-i), de donde 
Da = Пруд (та — 21) (а — т)... (ла — хас). Aplicando esta igualdad y 
sustituyendo Л por n — 1, obtenemos 


+ zn son indepen- 
› Da se divide por 


Вуд = Пу-а (аа 71) + + + (2, 


Ponemos esta expresión рага D,... en Ја antorior para D, i 
razonamiento, separaremos, por fin, el [actor ту — тү, después de lo que legare- 
mos al determinante de Vandermonde de primer orden D, = 1. 

De esta manera, 


Dy m (39—23) (&—\)(®—)... (En ар) «+ (та —23) ++ (таа) = 


3, Método de relaciones recurrentes (recursivas).Este método consiste с! 
que el determinante dado se expresa, transformándolo y desconfponióndolo por 
una fila o columna, mediante los determinantes de la mismo fórma pero de un 
orden más inferior. La igualdad obtenida se denomina relación rocurrente. 

Después so calculan directamente, por la forma general del determinante 
la cantidad de determinantes do órdenes inferiores tantos, cuantos había en el 
segundo miembro de la relación recurrente, Los determinantes de orden más 
elevado se calculan sucesivamente do la relación recurrente. Si hay que obtener 
una expresión para un determinante de cualquier ordon n, entonces, calculando 
varios determinantes de órdenes inferiores а partir de la relación recurrente, se 
tiende a advertir la forma genoral de la expresión buscada y luego se domuestra. 
la validez do ésa para eualquior n mediante la relación recurrente y el método 
de inducción por n. 

La expresión general puede obtenerse también de otra manera. Para ello ei 
la rolación recurconto que denota el determinante de orden » se pone la exp 
sión del determinante do orden (n — 1) de la misma relación recurrento, susti- 
tuyendo п por п — 1, Juego se ропе la expresión análoga del determinante de 
orden (n — 2), etc., hasta que se aclaro la forma do la expresión general busca- 
da del doterminanio de orden n. Pueden también combinarso ambas vías, utill- 
zando la segunda para encontrar la expresión buscada y demostrando luego me- 
diante la inducción por n la validez de esa expresión. El método de relaciones 
recurrentes сз el más ofícaz entre los métodos analizados aquí y se aplica a de- 
terminantes más complejos. 

Antes de pasar a los ejemplos de cálculo de los detorminantes empleando el 
método de relaciones recurrentos, examinemos un caso particular de éste en el 
quo la relación recurrente ofreco el algoritmo para resolver el problema, oxclu- 
yendo el olemento de suposición quo existo on el caso general. Sea que la rela- 
ción recurrente tiene el siguiente aspecto 


D, = рр + 90,4, п> 2, a) 
donde p, у son constantes, o sea, magnitudes independientes de nt). 


1) Este método se le comunicó al autor К. Ya. Okunev. Se aplica también 
а la relación recurrente D, == аа-а E... + PaDn-n, siendo pi. . . .. Ph 
constantes y k cualquiera, pero а causa de que los razonamientos son muy volus 
minosos, nos limitaremos sólo a k = 2. 
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Para g = 0 D, se calcula como término de la progresión geométrica: D, = 
= p” у; aquí D; es el determinante de primer orden de la forma dada, es de- 
sir, es el elemonto del determinante D, que se encuentra en el ángulo superior 
izquierdo, 

Sea q зе О y а, В, raices do la ecuación cuadrática 22 — pz — q = 0. Enton- 
ces p == a + В, q = —a y la igualdad (1) puede escribirse de Ја siguiente 


manera; 
Dn — Врла = ® (Б. — Вл а), (2) 
Ра— а” = В (Da-i — оба o). @) 
+ Supongamos primero que a + f. 
Partiendo de las igualdades (2) y (3) por la fórmula para el término (а — 4) 
de la progresión geométrica, hallamos 
D, — ВО, д = «^7 (Р, — фу) y 
Dy — «Б. = f^ (D — ору), 


de dondo 
aD) 


ó Dy Спа" + Суф”, donde. ot ч 
D,—«D, 


[Em % 


La última expresión para D, se aprende fácilmente. Se deducía para n > 2, 
его se verifica directamento para п = 1 2 = 2. El valor де С, у С, puedo 
allarse no do lus expresiones citadas (4), sino do las condicionos iniciales „= 

= Са + сав, Da == Суал + Суй, 

Беа ahora a = B. Las igualdades (2) y (8) se hacen idénticas 


Dy — 4Dn -3 = а (Рана — Dnm), 


de donde 
D, — ара = Аа", (5) 


donde ^ 

A = D, — ә. 
Sustituyendo aqui n por n — 1, obtenomos: Р, — ара = Аал, de donde 
D, = а-ә -+ Дап", Poniendo dicha expresión en la igualdad (5), oncon- 
tramos que: D, == озрд-а + 2407-2. Dospués de repetir ese procedimiento 
varias veces, obtenemos D, = a?-1D, + (n — 1) Аа”-%б Da = a" ((n — 1) X 


X C, + Cal, donde С, 4, с. = Le (om esto caso а 0 ya que д s 0). 


Ejemplo 5. Calcular el determinante dol ejemplo 2 por ol método de rela- 
ciones recurrentes. > E 

AI representar el elemento del ángulo inferior derecho en forma de ay = 
= z + (as — 2), podemos dividir el doterminante D, en la suma de dos deter- 
minantes: 


az z + 
а.к x 
А КОЧАНИ 
zz алат 
єт... z 


En el primer determinante la última columna la sustraemos de las domás,. 
mientras que el segundo determinante lo descomponemos рог la última columna: 
Dy = «(а — 2) (аа — 4)... (вла —2) + (an — 2) Пал 


Esta es precisamento la relación recurrente. Introduciendo өп ella la expre- 
sión análoga para Ра -1; ballaremos 


Da = z (a, з) а а)... (ад — 2) + а (а — 2) (a3 — з)... 
se аса — 2) (а — 2) + Виса (ал — 2) (ал — 4). 
Al repetir el mismo razonamiento (п — 1) veces y observando quo D; = 
= a, = 2 + (а — 2), obtenemos 
рһ=«(ау—)(а—т)... (ani —2)-- (а1—а) 0.» 
se (anng) (an — а)... абаа). (ап —2) + (а1—2) (4 2) „(ап —2)= 


et)» 


ITa Tns 


=z (21 —2) (13—23) .. . (аа—=) ( 


lo que coincide con el resultado del ejemplo 2. 
Ejemplo б, Calcular ol determinante de orden л: 


5300 00 

2530 00 Р, 
р,=1|0258... 00|, 

0000 :..25 


Descomponiendo por la primera fila, hallemos la relación recurrente 
Dy = 5D, — 6D, -2+ 
La ecuación 23 — 5z + 6 == 0 tione raíces а = 2, В = 3. 
Aplicando la fórmula (4), Ds == Cian + Сър" = 3те — 2, 
4. Método de representación del determinate en forma de suma de deter- 
minontes, Algunos determinantes so calculan fácilmente, descomponiéndolos en 


suma de determinantes del mismo orden respecto a las filas (o a las columnas). 
Ejemplo 7. Caleular el determinante. 


а+ ab. 
Dam ert eb ss 


as by ando, с. an+bn 


Esto determinante so descompone con respecto а la primera fila en dos, 
cada uno do los cuales se descompone, do nuevo, con relación a la segunda fila, 
en dos determinantes, etc. Al llegar a la última fila, obtenemos 23 determinan» 
tos. 

Si еп cada descomposición tomamos como primeros sumandos los números- 
4, y como segundos, los números by, las filas de los determinantes obtenidos serán 
Dien de tipo aj. ap, . .. aj, o bicn de bı, bp, о.о, bs. Dos filas del primer- 
tipo son proporcionales y las del segundo tipo, iguales. Para n > 2 cada deter- 
minante obtenido adquiere por lo menos dos filas de un mismo tipo y se anula 
Asi, pues, Da m 0 para n> 2. 

rosiguiendo, 


D,cacbh. 


de 
la 


аа) 62h) 
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. Método de variación de los elementos de un determinante. Este método 
ве aplica cuando al cambiar todos los elementos del determinante por un mismo 
número, se reduce a una forma, para la cual se calculan fácilmente los cofacto- 
res* de todos los elementos. El método se basa en la siguiente propiedad: si a 
todos los elementos del determinante D so les añade un mismo número z, el 
«doterminanto aumentará on el Producto del número х por la suma de los cofac- 
tores de tudos los elementos del determinante D. En efecto, sean 


ants oe алфа 


ат +2... апп 

Descompongamos D" en dos detorminantes con respecto а la primera fila, 
сада uno de ellos en dos determinantes con respocto a la segunda fila, etc. 

Los sumandos que contionen más de una fila de clementos, iguales a r, 
son iguales а cero. 

Los sumandos con una fila de elementos iguales a z, los descomponemos por 


ева fila, Entonces obtenemos: D’ = D + = У) Ару, lo que se requería. 


[т] 

Así, pues, el cálculo del determinante D^ se reduco a la doducción del de- 
+terminanto D y do la suma de sus complementos algebraicos, 

Ejemplo 8. Calcular el determinante D, del cjomplo 2. 

Después de restar el número z de todos sus elementos, recibiremos el detor= 
О 


a«-—z 0 o 
pal 9 === 9 | 


0 0 a,—z 


Los cofactores do los elementos D, no yacentes on la diagonal principal, 
ї Principal son Iguales al producto 
pal. Bor eso 


son nulos, y de cada elemento en la diagonal 
Че los demás elementos de la diagonal princi 


Dy (а,—х)... @а—з)+ J) (а—х).. 
[ЕП 


абаа) (72) (ana) ($4 


Calcular los siguientes determinantes, reduciéndolos a la forma 
ariangular!): 


279.| 1 280. n—2n-1n 
E п—1 n n 
E Е non on 
НА Лее ч мга 


f También se Пата adjunto y complemento algebraico, N. del Tr.) 
1) Siempre que por el aspecto del determinante os imposible saber su orden, 
зе supone quo éste es igual a n. 
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286. Calcular el determinante de orden n, cuyos elementos se 
prefijan por las condiciones ayy = mín (i, j). 

287. Calcular el determinante de orden л, cuyos elementos se 
dan por las condiciones ау = máx (i, j). 

288*. Calcular el determinante do orden п, cuyos/elementos se 
dan por las condiciones ay = |i — j |. 

Calcular los siguientes determinantes con ayuda del método de 
soparación do los factores lineales: 

289. e 


291. |а à а, . 


1 
Calcular los siguientes determinantes aplicando el método.de rela- 
ciones recurrentes: 


295“. [abi eb. aby 
Giba agb, абу 
Gibs абу agbs 


$—0279 33 
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298. 


300. 


302. 


304. 


oo оока о ona 


Calcular los determinantes aplicando el método de representación 
de éstos en forma de suma de determinantes: 


305". 


307“. 


ва а а 


а 
а 


041 11 


= 


аһ 306". па 
аһ an. 


244 аз 
a rn 


a 0.0 


Sa ED =. Ба Фа 


Calcular los determinantes 1) : 
309. 


п-1 n 
n—í а 


310. 


312. 


314. 


316. 


318. 


320. 


1) En todos los casos en que по queda claro el orden del dotorminanto, 
considérese igual а n. 


se 
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329. 


330. 


1 nti (94-1). 
an (a—i^ . 
aua (a Ana, 


a a 
1 1 
1 
zi 
а 


E 


. apap 


381. [(epayr — (am с гђа 4 
(ђе (ao =+а, 4 


(Hann) (14ans) 
332. |1 sonp, sento, 
1 seng, sme, 


1 офи sont qn 
333, |1 созф costo, 
1 cos, costo, 


Фы шее. 
334.1 9) qt) 
1 quí) (n) 


+ Pn- (22) 
, 


1 өы туба) s Фуа) 
donde q, (2) = z^ -E ay 2^7 4 аһы... ада. 
335. 1 1 1 1 


Та (соз pı) Л, (cos pa) Ja (соз Фп) 
1.060 фу) Ја (соз pa) fa (008 Фа) , 


Таља (соз Фу) fn=1 (08 Фа) ... Joi (cos pa) 


donde fy (z) = аво + ay DA ај: 24... am 
336. E ја 


Ei 
337.| n—1^ (2а—2)" 
(n—1) (2n—2)i 


na (2n) 


338. 


339.11 2 3 
т m 


1 omo gana Qm 


^ -h El 
ы бта о 
341. | зеп ®-1 о sonni a, cosa, 
seno. бата LI LO 


sentian водела сеа, se entia 
342. | (ш.и) у па (то Ya) e Whon) У 
^ в, и) а-а б L2] С (2a Ya) Ya 


hs [o Vno) Fees Cra Vua) ++ mss (sets oed rs 
donde /,(z, y) es un polinomio z, y homogéneo de grado i. 
343,0 2: #10... гуз 


344%. |0 а ар... 
1 а 


12 
Зб. аа. 


1 арз ., 3 
346.1 m ар... 43 4 
lana... xp а 


349%. |1 созф, cos2p, ... соз(п —1) Ф: 
1 созф, cos29, ... cos(n—1)Q. 
1 cospn cos2pp ... cos(n—1)Qn 
350*. [зод Ф, sen29, ... sen np, 351. [a bed 
bade 
eda 
а сва 
352. | а 5 с d e fg ^ 
аде је ћи 
edabghef 
debahmgfe 
elg habed 
lehgbade 
к ћејс даљ 
ће] се ас ђа 
353*. |= а a а 
а 2 а аһ 
а 
354. | 4—0 aby... a bs 


bi 


aab, an— 
355. | Ава Таја 
Tua Ара 


(обама itanj ss алуа 
356. | а (0) А (аа) 
tala) falaa) 


Та (ај) fn(n) -fn lan) 

donde /, (2) es un polinomio de un grado que no supera п—2. 
357.|i--a-bb Gibbs... ада 

аы Ааа, 


за ал+ 
358*. | zu 14: 


icr dme e 


361". ја 0 


° 
0 
b 
(el orden del 
362. | а, 
o 
ada 
Dan 
363. | 2 
= 
1 
ó - 
22,8 
364*. |1 
1 
° 
0000.44 


365*. La serie numérica que comienza por los números 1, 2, y 
en la cual cada uno de los números siguientes es igual a la suma de 
los dos anteriores, o sea, la serie 1, 2, 3, 5, 8, 43, 24, . . ., se denomi- 
na serie de Fibonacci. 

Demostrar que el n-ésimo término de la serie mencionada es igual 
al determinante de orden n: 

1 100 
-4 лае 


Calcular los determinantes: 


370. 


371". 
сова. 1 о о... 0 o 
1 огева 4 D wee 0) 
Е TEES rr шы 
o о о 0.. 1 20а 


Obtener la expresión cos па a través de сова, utilizando dicha 
igualdad y el resultado del problema 369. 
372. Demostrar la igualdad 


2 сова. 1 o o о о 
1 2cosa 4 o о o 
o 1 2сова 4 o о |, 
o o o o 4 гема 


donde el determinante tiene el orden n — 1. Empleando esa igualdad 
y el resultado del problema 369, representar sen па en forma del 
producto de sen æ por el polinomio de cos æ. 

373*. Demostrar la igualdad sin calcular los propios determi- 
nantes: 


a b a be 0 o о 0 
а а 1 да за 0 о o 
о =|0 1 о ol. 
оо о а 1 а 
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Calcular los determinantes: 
374. 


375. 


э 446—2) ad(n—i)z 
ab(n—3)z а+—9)2 
a+(n—4)2 a4-(n—9)2]. 


ажа): а 
377. 


378. Sin calcular los determinantes establecer de qué modo se 
relacionan entre sí los dos circulantes: 


Gi Os в ... Gn- Gn) ја о, ay 
аһ dp dg ... бее б a, o, a, 
ф аһа an a ... ang ana) У lay a, а 


construidos de unos mismos números а, ад, ..., 4p, utilizando 
las permutaciones circulares en dos direcciones opuestas. 
Calcular los determinantes : 


379". а 1 1 


· () 
(0 0-01) 


(Cn) E em) 


donde (2) «cx И 


42 


@ (б) CP cem 
тое em. ee 


381". |t 1 ° о 
б (2) o o 
2006) o 
€ (0) (2) (5) 6%) 
лын. () (2) (à) 
eo) GP) e CD) 
Л (53) eT) (43) š 


383*. (rm ) (pie ) (тк) 
(dc 4c Рик. 
PES ES ose VOR 
зе, | (%) (5) ~ 0) 
SEXE LUE E31 
s. ДА C) e CL) 
аз | (6) GR) ~ GR) 
(И) (с) e G) |. 


Cr) Gu) ~ CL 


387*. 


389.* 


390". 


G) o o 
(2) (5) о 
O (9) () 


(5) (8) (2) 
e$) e) es P 


n 
n t49 
л (а-4)(1+2) | 


397. 


оооо 
cooo 


400.| вР—= атам, p 


amaz арма, "s 


401. |1—= а LE ат 
а 
n 
ла 

402. [ao 403, |o b b Во. » 
1 а e 0 0 
1 2 са 0 
1 а 0.0 

404“. |t – 
1 —(а-—41)5 


—(n—4)5|. 


ац 
lu 


407*. |1—5; da o 
1 dh b 


410“. 


412. 


413. 


414.244 = z ... = 


415. 


za 


416%. ](u--5)? (4-45) (n bn) 


(anb)? (an + ba)... (an bs) 


417“. 


418". 
419“. o o 
o 0 
o o 
aney np 


420°. Obtener la ley de composición de una oxpresión extendida 
para el continuante de orden n '): 

a 

—1 

(ааз ...а)=| 0 


o sea, las exprosiones еп forma de un polinomio de ај, dg . . ал 
Escribir los continuantes del orden 4, 5 y 6 en forma extendida. 


5 6. Menores, cofactores y teorema de Laplace 


421. ¿Cuántos menores de orden k contiene el determinante de 
orden n? 

422. Demostrar que para determinar el signo del cofactor puede 
utilizarso la suma de los números de las filas y columnas no del 
menor dado, sino del complementario a éste. En otras palabras, si M 
es el menor dado, М”, el menor complementario, А, el cofactor del 
menor М, A', el cofactor del menor М”, entonces de А = eM", 
donde e = +1, se desprende que А’ = eM. 

423. Mostrar que el desarrollo de Laplace del determinante de 
orden n por cualesquiera К filas (columnas) coincide con su descom- 
posición рог las]demás n — k filas (columnas). 


2) La denominación «continuante» se debe a la relación con las fracciones 
continuas, que vendrá establecida en el problema 539. 
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424*. Mostrar que la regla de los signos que enlaza el cofactor А 
con el menor complementario M” del menor M, puede enunciarse de 
la siguiente manera: sean оң, ds, .. ., a los números de las filas, 
Ву Ba» - .› Бк los números de las columnas del menor M en el deter- 
minante D de orden n, escritos en orden creciente, y 


Саму Фаза << + Са у Базъ Важи ++ Ва 
los números de las filas y columnas respectivamente del menor com- 
plementario М”, escritos también en orden creciente; entonces А = 
= М', si la sustitución (е ee 18%) es раг, y А = — М”, si esa 


i i Br Be 
sustitución es impar. 
Calcular Jos determinantes, aplicando el teorema de Laplace: 


425.15 1 2 7 426. |1 1 8 4 427. [95 2 0 
3002 2008 8354 
13845) 3002 724aj: 
2003 4475 0410 

428.15 2 1 3 2) 429. |2 1435 430.17 2 1 3 4 
40700 34050 1/0 2.03 
23753), 8 45 2 1|. 3040 7|. 
23645 15243 63245 
30400 46070 51223 

431.11 234 5 432. |1 20000 
06044 340000 
24123 5]|. 7654090 
13524 234500 
05032 512673 

275344 

433.11 293 4 5 3 434.17 654 3 2 
657842 978943 
986700 749700 
3245001 536100p| 
340000 005600 
560000 006800 

495.2 30 01 —1 
9 40 оз 7 
4 51 -1 2 4 
3 83 76 9| 
1-40 оо о 
3 70 оо LJ 


4-029 49 


436.|1 02 0 зо 437.11 1 о 0 
5142 73 Z; з сва зто 
1040 90 Xi Y. созВ sonf 
8153 тај S% z cosy seny 
1080270 
9154 310 

438.10 0 а b e 489. [0 a b c 
ооа wc 1200 
а аа ls Y 10y о 
5 Уо уу и 1002 
сети om 

440.|0 0 be Ай. |] zzz 
“1.00 1a00 
Уо чор о» о 
“о оса 100 o 

42.1 1 4 о 0 
12300 
D + 4 ru 
0 nom sm 
O ара а os 

443. 

DE LT 
аата o 
o o 
o 0 
Canas 22-1 0 
insana» Gan, anoa aan, an 

444.| 1 an d а 1 
1 о 1 о 1 g 
LL аа з а 2а 
а 0 cx: 0 La % 
ва ар сз з аһ 2% 

о а w A 0 
ann шу! 


=: за 0 


Utilizando el teorema de Laplace, calcular los siguientes deter- 
minantes, transformándolos antes: 


449*. 


446. 


447. 


448. 


449. 


450. 


451. 


2-4 8 
4-2 7 
—8 4-9 
32 4 
—2 6 5 
5 —5 —3 

—4 4 3 
з — 

-1 
5 —3 

2 

3 —2 

з —1 

5 —6 

2-3 
2 
3 

= 
в 
2 
5 
2 

—5 
4 
6 
3 

5 
4 

= 

=8 

1+2 
E 
E = 
= = 
z dE 

1+2=2 2 


4 —5 

8 —7 
—2 8 

4 == 

4 —8 
4 2 


[ro = 
i-i d z z 
z z i+z z 
z z z 1+: 


(el orden del determinante es igual a 2л). 


m 


5f 


ала ано 0 оь 
dam 9 0 0 PT M 
| б Љу Ma си бува Pus 
била ва 0 0 | 
apa 70 Ro ve а Die 
o 0 dm ба Блато ban 
" bat 
1 —1an—1 
ње р 
=. жа |“ 
gem; oem 
аһ аһ аһ 4a—z 20р ад... аһ аһ 


454. En el determinante D de orden par n = 2k separomos cuatro 
menores Л/,, Ms, Ма y M, de orden #, como se muestra on el esquema 


p 

Expresar el determinante D mediante los menores Му, Ma, My 
y M, para los dos siguientes casos: 

а) si todos los elementos de M, 6 M, son nulos; 

b) si todos los elementos de M, б M, son nulos. 

455. Supungamos que en el determinante D de orden л = kl 
se separan 2 menores de orden k, situados a lo largo de la segunda 
diagonal, es decir, M, yace en las primeras Ё filas у últimas К colum- 
nas, M, on las siguientes k filas y anteriores /e columnas, ete., y por 
fin, M, se encuentra en las últimas Ё filas y primeras k columnas, 

Expresar D рог medio de M,, Ma, . . ., M, si todos los elementos 
de D, yacentes por un lado de la citada cadena de menores, son 
nulos, 

456. Sea que en el determinante D do orden л se separan le filas 
y l columnas, con la particularidad de que 7 < К y todos los elemen- 
tos de las Z columnas elegidas, no yacentes en las Ё filas separadas. 
son nulos. Demostrar quo en el desarrollo de Laplace del determi- 
nante D por las + filas separadas es necesario tomar sólo aquellos 
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menores de orden # que poseen Jas 7 columnas elegidas; la afirmación 
que se obtiene cambiando do lugar las filas y columnas, también 
es justa. 
457. Resolver el problema 206 usando el teorema de Laplace. 
458. Domostrar que 


w mt ad 


O bu O да sO bit 

PT биле сео ај [Ми +: НА 

0 B0 A Жие cis 5 pP 
teres пу ng +»: бап bni bne ... Опа 


ый #00, ce бед 
O 0.0 dps 00 0 ban 
459". Calcular el determinante do orden k+l: 


1 filas 


460. Escribir la descomposición del[continvante (compárese con 
ol problema 420) de orden л: 


а оо 
— 00 

(а, а„...,ау=| 0 оо 
o рга 


por las primeras k filas. ¿Qué propiedad de los números де Fibonacci 
(problema 365) se obtiene de aquí para n = 2k? 
461. Sin suprimir los paréntesis demostrar que la igualdad 


(ab — a'b) (ed — са) — (ас — a'c) (bd' — Ба) + s 
+ (ад! — a'd) (ве — ye) = 0 


es válida para cualesquiera valores de а, b, c, d, a', b^, c', d'. 
462*. En la matriz 


Е 


dis ` Уе `) 


алп ая, nsi ++- an ал 


que contiene n filas y 2n columnas, cogemos cualquier menor M de 
Qrden m que posee, por lo menos, la mitad de las columnas que se 
encuentran a la izquierda del centro de la matriz. 

Sea о la suma de los números de las columnas del menor M y 
sea M' el menor de orden п compuesto de las demás columnas de ls 


matriz. Demostrar que X; (—4)0 MM" = 0, donde la suma se toma 
por todos los menores M del citado tipo. 


463*. Mostrar que los tres determinantes 
"yh bun оул, by, a. bum, 
Gaz, бул сш, бы, ом, фуга 
р=| + 59 awa bus ays Му, 
Gay, Файз Gas Фу; азу; Days 
48 ба du. би, аз, bisg 
Gazı un am baza ay бы, 


nann 
ô= ~ | y лије Ya Y 
КЕ а 2 за 
están relacionados mediante la igualdad D = 6242 1), 
464*. Scan 


Í (2) = a, + аул + aya? + agt? + ar, 
g (2) = bo + biz + baz? + byt? + bant, 
h (а) = су + сул ++ cat? + caa? + сола 


@ — a) (z В) (z — 7) = 13 + pz* + ax +r. 
Mostrar que 


y 


бб а аз аз а, 


16) ТВ) foy 1 «oat. by ba by b, 
£9) eb giy) |—|1 B Br. eo e ба с al. 
hia) (B) һ(ү) EN Pira» 10 


465. Se dice que el determinante 


an аһ ти Tu 
D=| anı ünn а Fnk 
m Em 0... 0 
ум Im O ... 0 
se obtiene, rebordeándolo por medio de 4: filas y # columnas del deter- 
ап Gi 
minanteA =|..... .. 
|а... annl 


?) La generalización de esta propiedad se da en el problema 540. 
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Demostrar que para k > n, D = 0, mientras que para k < n, D 
es una forma (o sea, un polinomio homogéneo) de grado n — К con 
respecto a los elementos a; del determinante A y una forma de grado 
2k con respecto а los elomentos rebordeantes 21, уру, para los cuales 
sirven de coeficientes los cofactores de los menores del k-ésimo orden 
en el determinante А. А saber: demostrar que 

De (ал. „Ази, t Y AR 
donde A, 1,...1,7,5,.-., €S el cofactor del menor del determinante А 
que se encuentra en las filas con los números i, ig, . . ., i, y en las 
columnas con los números Jas а... Jas Y Xii. 8 Ууу, -.), вод 
los menores del determinante D compuestos de los elementos rebor- 
deantes y los menores que yacen en las filas (columnas, respectiva- 
mente);con los números indicados. La suma se toma por todas las 
combinaciones de los índices que varían desdo la unidad hasta n, 
a condición*de que /, <i, <... < in ja L ja L. o L f. 

466%, Demostrar la siguiente generalización del teorema de 
Laplace: si las filas del determinante D de orden n se dividen en p 
sistemas sin filas comunes, con la particularidad de que en el primer 
sistema entran las filas con números оң < o, <.. ита y en 
el segundo, las filas con números à, + < ба, <<... < Arth eto., 
y por fin, el último sistema lo constituyen las filas con números 
Фаны < Фасона <... < са, luego si en la matriz del primer 
sistema de filas зе toma el menor M, del orden К, yacente en las 
columnas;con números fj, < В. <... < fa, en la segunda matriz 
el menor} Ms del orden (, yacente en las columnas con números 
һи Вана <... < Pero diferentes de los números de las 
columnas de M,, etc., y finalmente, еп la última matriz, el menor 
Mp dol orden s que se halla en las restantes columnas con números 

„м < ви-на <<... < Pas y si después formamos el producto 
ем, ... Mp, donde в = +1, si la sustitución 


а а, аһ 
EG aq 
es par y e = —1, si esta sustitución es impar, entonces ol determi- 
nante D es igual a la suma de todos los posibles productos de semejan- 


te tipo. El hocho de que esta afirmación generaliza el teorema de 
Laplace, se desprende del problema 424. 


$ 7. Multiplicación de los determinantes 


467. Multiplicar los determinantes 


123 2 —8 1 
з4 2| у |t —43 
454 1—5 2 


mediante todos los cuatro procedimientos posibles (o sea, multipli- 
cando las filas o las columnas del primer determinante por las filas 
o columnas del segundo) y comprobar que en todos los casos el valor 
del determinante obtenido es igual al producto de los valores do los 
detorminantes dados. 

468. Calcular el determinante, elevándolo al cuadrado 


a b c d 
—b a dee 
—e —d a bf 
—d c —b a 


469. Calcular el determinante, elevándolo al cuadrado 


а b c d e f &g h 
—b a d — f —e —h q 
—e —d a b g ћ-—е — 
—4 e —b а h =g j =e 

e —! =g —h a b с а 
=f eh gb a —à e 
=g h ере а а 
—h —g f еа сь a 


Calcular los siguientes determinantes, representándolos en forma 
de productos de determinantes: 


470*. | tbi 14-202 ЕТА 
а dn 1+ гш» 

Ph TIC" "Dre Р 
Ава Таја 1+ 


471. | соз (ar— pı) соз(а—Ё) ... cos (а В) 
соз (Bi) соз(=„—,) ... сов (ag—Pn) 


472. 1 соз (а — са) соз (01—05) ... соз(аү—@„) 
соз (ал — 24) 1 cos (a4 —a5) соз (03—03) 
соз(®—@) соз (0—0) 1 ee CoS (324) |, 
cos (са — ал) соз (0—91) сов(аз—ал) ... 1 

473. | зеп 2%, son (a; +09) sen (ол ал) 
son (day) sen22, + зев(оачал) 
son (0л 1-04) sen (23-04) ... зеп2ш„ [ 
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414. | 1— 4165  1—apop 
аһ d—ah ` 


i—agbp 1—anbt 
i-a, = 7 


415. | баа" +)" se бәһ)" 
A Ева" 


ani (а-у... AA 
man EG о. та 
ep a бе пе а 


тооз за се: Ln T" 


Snel Sn Sns ee Sana 
478". | à з 
o 5 
ana y 


Sn Smet fuer eee Sam 


479*. Demostrar que el valor del circulante se define mediante 
la igualdad 
ва 


ва 


anms * Es (6 E 


an а а 


а 
donde] f (2) = a, + asz # аз? +... + apa"! y в, ба 
son todos los valores de la raíz de n-ésimo grado de la unid 
480. Domostrar que teniendo las designaciones dol problema. 

anterior 

ар а; dy e аһ 

ба а; а, ... ау 0-2) 
(-9 > (e) flea) -e Hen) 


481*, Calcular el determinante 
1 a оз 


482. Calcular el determinante, aplicando el resultado del pro- 
blema 479 


E EOE | 
ba b 
UL se E 


483. Utilizando el resultado del problema 479, calcular el deter- 
aninante 


abcd 
dabe 
сааь 
deda 
Calcular los determinantes: 
ава. | 1 Ch Ch са 
$ 4 c ck? св 


са а ... бүз ср], 


nana 
nani { 2a ... (з—4уа®® 


2a За? 4аз ... 1 
486*. Demostrar la igualdad 


s—a, s—a, 4i аз ... ад 


s—ay $0 Ей — 1) ка а gs вар 
t= з—а, ... 
«donde s = а + а, +... + as. 
Calcular los determinantes: 
(р columnas) (т=р colamnas) 


а dp 00 


487*. 
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( columnas) (n-p columnas) 
ps 


488*. 


489". 


490". | созе соз20 cos30 ... созлб 
совпд cos® сов20 ... соз(п—1)0 


соз 20 cos30 соз49 соз0 

491. sona son (а-4-А) sen (a+2h) . 
senla-+(n—1)h) sena son(a-+h) 

sen(z--A) — sen(o--2h) sen(a--9h) ... 

1492s | # тш 

à m 12 22 

(nit пе 48... (—2*|. 


T 
sen [a+ (n—1) 4] 
son [a4-(n—2) h] 


sena 
E 


DUET 
493*. Calcular 
anticíclico) : 


à а а 
-— а а 
Sani n а 


"PD" 
donde z es cualquier número, 


495*. Demostrar que el circulante de orden 2л con la primera 
fila compuesta de elementos а, ag, . . ., 221.1, аза es igual al pro- 
ducto del circulante de orden n, cuya primera fila está formada de 
elementos 2, + ans, a3 + база, > ~ аһ + am y el circulante 
antisimétrico de orden п con la primera fila compuesta de elementos 
4, — була, ба — Antar · y An — en. 

496*, Demostrar la identidad de Euler 


A wit иу) = 
= (nk туа + Zaya + тај) + 
+ (Ys — тад — Taya + zug + 
+ блуз + Tas — жыл — zaya)? + 
ny. — Taya F Zaya — та) 
multiplicando los dos determinantes 


IS E 7] 
A o—nh —n 25) |0 =n — n 
а n == cnn и-и =n |" 
а =a а ca) |u —5 по —n 


¿Qué propiedad de los números enteros se desprende de eso? 
497*. Por medio de Ја multiplicación de los determinantes, de- 
mostrar la identidad 
ба? -+ 49 + e — Babe) (a? + ЪЗ + e gate) = 
= A? + 1° + С? ~~ ЗАВС, 
donde a = аа' + de +cb', B = ac' + bi/ + са', C = al + 
+ ба! + ec'. ¿Qué propiedad de los nún eros enteros se deduce de 
aquí 
498*. Empleando las designaciones del problema anterior, de- 
mostrar la identidad 
(at +b 0 a ас— be) (a? 2 a'b ас ЫС) 
= A? + B? + Сї — AB — AC — BC. 
49%. Demostrar la siguiente generalización del teorema sobre 


la multiplicación de los determinantes. Supongamos que se dan 
dos matrices 


an ах Фа bo. ба 
Gmi Oms bmi Oma -- 


cada una compuesta de m filas y n columnas. 
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Combinando las filas de una matriz con las filas де la otra y 


suponiendo que су = У) абу, fornemos el determinante de 


= 
orden m. 
ба са ст 
сы са ст 
Cmi mz +++ Cmm 


Después designemos por As, i... t, У Ві, пега 105 menores 
de orden т de las matrices А у В respectivamento, formados de las 
columnas de dichas matrices соп los números ij, із...» îm en el 
mismo orden. Entonces 


NUT 


para m < n (fórmula de Binet —Cauchy), es decir, ol determinante 
D es igual a la suma de los productos de todos los menores de orden m. 
de la matriz А por los correspondientes menores de la matriz B. 
Рага m2 n 


Ap is es dmDPi i 0. im [0] 


D=0, T (2) 


500*. Demostrar la afirmación (2) del problema que precede, 
aplicando el teorema do la multiplicación de los determinantes. 


501". Sin realizar la multiplicación, demostrar la identidad de 
Cauchy 


(ас + ась b ee аса) (bida + Dada + +» «+ brdn) — 
— (aid, + Ada + e o o + andn) (bici + bata +... + Вась) = 


= Ўр) (edad) (>). 


502. Sin multiplicar, demostrar la identidad de Lagrange 
(È a) (D -È аб)“ = X (ab ab). 
ча = << 


503*. Demostrar que para cualesquiera números reales 
а, аы. ба у фу by oes ба 
es válida la desigualdad 
(rat. FAO AS > 
> (abi abb l.c anba)’, 


con la particularidad de que el signo de igualdad se pone si, y sólo 
si, uno de los citados sistemas difiere del otro solamente por un 


factor numérico (puede ser igual a cero). (Desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski.) 


“ 


504%. Mostrar que para cualesquiera números complejos а, as, . . « 
+. An y бу bz, .. ~ б se cumple la igualdad 


(¿a (3 ад) = 
d, oon CLAN OR ево А 


- (a by — аЬ) (а — aub). 
us C аё) (abr — аф) 


~, 505*. Demostrar que para cualesquiera dos sistemas de números 
complejos а;, as, - an Y by ba, . . . bn es válida la desigualdad 


(ism њој a 


con la particularidad de que el signo de igualdad aparece cuando y 
sólo cuando los números de uno de los sistemas dados se diferencian 
de los números del otro solamente por un factor numérico. 

506*. Se denomina determinante тесна (o adjunto) соп res- 
pecto al determinante D de orden п > 1, el determinante 2” obtenido 
de D, sustituyendo todos los elementos por sus cofactores (conser- 
vando la disposición precedente). 

Demostrar que 

D' =p" (1) 


507*. Sea M el menor de orden m del determinante D, A el co- 
factor de M, M’ el menor del determinante recíproco D', corres- 
pondiente al menor M (o sea, formado de los cofactores de los ele- 
mentos del determinante D que participan en M). Demostrar la 
igualdad М =D"-4, 

Si quedamos en que el menor complementario para todo el deter- 
minante D se considera igual a la unidad, dicha igualdad será una 
generalización de la del problema anterior (pora m = n). 

508*. Sea C el menor de orden (n — 2) obtenido del determinante 
D, suprimiendo las filas ¿-ésima y j-ésima y las columnas A-ésima y 
Lésima, con la particularidad de que i < j у k < l; como siempre, 
Ара es el ofactor del elemento аз. Demostrar que 


Aik я 
Am Ani 


509*. Mostrar que si el determinante D esYnulo, todas las filas 
como las columnas) del determinante recíproco son proporcio- 
nales. 

510*. Sean ay, el elemento del determinante D de orden n y Aj; 
el cofactor del elemento correspondiente 4;, del determinante D’, 
recíproco al D. Mostrar que 4 = D^-*a;;. 

511*. Sean M el menor de'orden т del determinante D de orden 
n, М' el correspondiente menor M del determinante recíproco D' y A^ 
el cofactor del menor" М”. Demostrar que А' = D"-"-1M, Ello es la 
generalización del problema precedento. 


62 


ауны po, 


512*. Sabiendo los menores de todos los elementos del determi- 
nante D, diferente de cero, hallar sus elementos. 
513*. Sea 


satah... + (=1,2,3,...), 
Реља... та 


Mostrar que 
mi ho o ta 
поз а һы „ 
"ово ^ Sns fnt 
Sn fna Sns p Sana 
514. Mostrar que si 
[2 T 
n du а 
Diem | e eue dai he > 
ч 
СИ ann—=z 


el producto D(z)-D(—z) puede representarse on forma de 


Аиа 4n Am 
An Ap Aan 
Ет ADES EOS , 
Am ^m Ap 


donde ningún A;, depende de =. Hallar la expresión de Ал) median- 
to ам. 

515", Demostrar, multiplicando los determinantes, que al con- 
mutar dos filas (o columnas), el determinanto varía де signo. 

516*. Demostrar, multiplicando los determinantes, que el deter- 
minante no varía si a una de sus filas (columnas) so le suma otra fila 
(columna), multiplicada por un número c. 

517*. Mostrar que el determinante 


1 | cog, cos qa 
cosQ, 1 совф 
cosp, cosp 1 


es igual a cero si p, + + P 


518*. Sean АҺ, la, 15 у та, ma, my los cosenos de los ángulos entre 
dos semirrectas y los ejes ortogonales de coordenadas y q el ángulo 
entre osas semirrectas. Demostrar que sen? p = (hm, — ут)“ + 
+ (ата — lama)? + (lam, — уто)". 

519. Sean одл, Бу, у: ©з, Ва, Үз; аз, Вз, Yo los ángulos entre las 
tres semirrectas La, Ly, La y los ejes ortogonales de coordenadas y 
supongamos que los ángulos de dichas semirrectas sean entro sí 
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Pı = 20 Ба), Фа = 2 (а Li) y ts = Z (Lin Lo). Demostrar que 


сова созбу cosy, 
=1—соз? q, — cos? qa — cos? Pa +2 cos Ф, cos фу cos фу. 


520*. Sean (z1, Vj), (ть, Ya) у (=з, Ya) las coordenadas roctangu- 
lares de los puntos M,, М, y M, en un plano. Mostrar quo el deter- 
minante 


nyí 
LI 
Za Ya d 


no varía al girar los ejes de coordenadas y trasladar el origen de coor- 
denadas. Utilizando lo expuesto, aclarar su sentido geométrico. 
521*. Sean (ху, yi) y (т, Ya) las coordenadas rectangulares до dos 
puntos M, у Му өп un plano. Después de esclarecer el sentido geomó- 
trico del determinanto b Zi, saber si varía éste al girar los ejes 


yitrasladar ol origen de coordenadas. 
522*, Después de calcular el producto de los determinantes 


a n R||—n =n R 
а Ya R|: |= —n В|, 
Za Ya R| | >z, —y R 


obtener la expresión para el radio del círculo circunscrito a través 
de los lados а, b, с y el área $ del triángulo. 

523%, Sean ол, са, са; Br Par Ва; Yis Yas Ya rospectivamente los 
cosenos de los ángulos que forman tres semirrectas ortogonales dos 
a dos OA, OB, OC con los ejes del sistema de coordenadas rectangular 


ал а аз 
Oz, Oy, Oz. Demostrar quo el determinante | |, $e бз |= +1, соп 
Ya Ys 


la particularidad de que el signo más tendrá lugar en caso do una 
misma orientación de los triedros OABC у Ozyz (ello significa la 
posibilidad de hacer coincidir ОА con Oz, OB con Oy y OC con Oz, 
al girar Ја figura OABC) y el signo menos, en caso de una orienta- 
ción opuesta (lo que significa que al coincidir ОА con Oz y OB con OY, 
las semirrectas OC y Oz tendrán direcciones contrarias). 
524*. Sean (21, уу, зу), (та; Уз, 24) У (Ls, Уз, Za) las coordenadas 
es puntos Му, M, y Ms en el espacio. Mostrar que el determi- 


ал 5 
2. Ya зу 
Ta Ya 25 
no varía, al girar el sistema de coordenadas (que se supone rectangu- 
lar), y esclarecer su sentido geométrico. 
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525*. Hallar el volumen У del paralelepípedo a través de las 
longitudes a, b, с de sus aristas que pasan por un vértice y los ángulos 
а, В, y que forman esas aristas. (El ángulo о; está formado por las 
aristas de longitudes b y c; B se forma рог с y a; y está formado por 


ayb) 

526*. Sean l, la, 1; та, ma, та; ту па, па los cosenos de los 
ángulos de las semirrectas ОА, OB, OC, respectivamento, con los 
semiojes positivos del sistema de coordenadas rectangular Oz, Oy, Oz. 

Demostrar que para el carácter coplanar de las semirrectas OA, 
OB y OC (o sea, para situarlas en un mismo plano) es necesario y 
suficionte que se cumpla la condición 
h h la 
m т m 


то па па 
527". Sean (ш, у, 21) las coordenadas rectangulares del punto M, 
del espacio (i = 1, 2, 3, 4). Después de mostrar que el determinante 
anat 
Te Ya z d 
Xy Ya во! 
POR. d 
no varía al trasladar el origen de coordenadas, esclarecer su sentido 
geométrico. 
528". Multiplicando los determinantes 


ana R == —N –а R 
а Ya n R =n —и —5 R 
a da ña R| У | —љ —а ар 
Za Ya za В == —la —щ R 


obtoner la expresión para el radio de una esfera circunscrita ајго- 
dedor de un tetraedro, mediante el volumen y la arista de éste. 
Hallar a partir de la expresión obtenida, en particular, el radio de 


la esfera, circunscrita alrededor de un tetraedro regular, cuya longi- 
tud de la arista os a. 


$ 8. Diferentes problemas 


529*. Mostrar que el determinante de orden л admite la siguiento 
definición axiomática (equivalente a la corriente). 

A cualquier fila de n números !) la llamaremos vector y 14 designa- 
remos por una letra negrilla. La adición de dos vectores y la multi- 
plicación del vector por un número se determinan, como siempre, 


1) En lugar de números pueden examínarso también los elementos de cual- 
quier campo Р. 
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es decir, si 
а = (ај, Gp -s а) у b= (бр ba --- бај 
entonces 
а+Ь= (а + б, а, + bn iis an + da), 


ві с es un número, са = (саз, саз, . . ., са,). 
La función f (ај, аз, . . ., an) de n vectores con valores numéricos 
se denomina lineal por cada argumento (o más breve, polilineal) si 


flap <.. eai А-ай... an) = 
=f (ap ooer аһ... On) ef (ал nos Ais seer ап) (2) 


para cualesquiera vectores que figuran aquí, cualesquiera números 
с', с" y cualquier i = 1, 2, ..., п. Prosiguiendo, denominaremos 
función que posee la propiedad de anularse si 


Fl. Gn. Gp o. 4)=0 para a =ар (8) 
tj=1,2,...m 158]. 


Sea e, (i = 1, 2, .. ., л) un vector que tiene en el ¿-ésimo lugar 
la unidad у en todos los demás, ceros. La función f (а, а, .. -» an) 
so llama normalizada si 


Í (ер en + е) = 1. (0 
Supongamos que se da una matriz cuadrada de orden л 
ац ањ 
ара +: ünn 
y | А | es su determinante en el sentido corriente, o sea, 


боо MeD (ian аз»... ймы 
donde la suma se toma por todas las permutaciones in Њу ..., in 
de los números 1, 2, .. ., п y s es el número de inversiones en cada 
permutación. 


Mostrar que 

1) el determinante | А | como función de las filas de la matriz А 
posee las propiedades (2), (B) y (v); 

2) cualquier función de n vectores, que posee las propiedades 
(а) y (B) satisface la igualdad f (а, an .. 5 а) = lA | X 
X f (е, е»... €n), donde А es la matriz con las filasa;, аз, . . ., 5 

3) cualquier función f (дү, ds, .. ., а„) que posee las propiedades 
E (B) y (р), es igual al determinante | А | de la matriz А con las 
ilas аз, as, .. -, ад. En otras palabras, el determinante | А | de la 
matriz A es la única función polilineal, normalizada de sus filas 
que posee la propiedad de amularse. 

530*. Usando la afirmación 2) del problema anterior, demostrar 
el teorema de la multiplicación de los determinantes. 
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531. Mostrar que para las funciones de п vectores por encima del 
campo de la característica diferente de 2, existiendo la propiedad 
(0), la (B) es equivalente a una función de signo variable, o sea, 
Ín lo cp n a aa) = бар олара s dy) 

(9^) 
para cualesquiera vectores e i, f = 1, 2, . . ., n, i f. Dar un ejem- 
plo de una función de n vectores por encima del campo P de la 
característica igual a 2 que posee las propiedados (а), (В') y (y), poro 
no posee la (B). 

532*. Calcular el determinante 


$ 4 1 1 m 1 

te e e ... мы 

пе е С 2n 
dos) ө... em |. dondo e=cos $E +isen т. 


4 enai atn- enm) enna 


533*. ¿Cómo variará el determinante si en él so separan /: filas 
(o columnas) у de cada una de ellas se restan todas lag,demás filas 
elegidas? 

534. El determinante 
antz antz 
antz antz 


“ntr 


ба 


D 


аи antz ... Appz 
representarlo en forma de un polinomio situado según Jas potencias 
de х, 
535*. Demostrar que la suma de los cofactores de todos los ele- 
mentos del determinante 


Ani аһа ... Gnn 
es igual al determinante 
{ 1 Tm 1 


4n—4n nup ... 


азаи 93—42 . 


Gni— â 853—455 ... Anp 

536*. Demostrar que la suma de los cofactores de todos los ele- 

mentos del determinante no varfa si a todos los elementos se leg 
añade un mismo número. 


$ вт 


537*. Demostrar que si todos los elementos de cualquier fila 
(o columna) del determinanto son iguales a la unidad, la suma де los 
cofactores de todos los elementos de éste será igual al propio deter- 
minante. 

588. Demostrar que el determinanto antisimétrico de orden par 
no yaría si a todos sus elementos so les añade un mismo número, 

539*. Establecer la siguiente relación entre los continuantes (la 
expresión extendida del continuante se da en el problema 420) 


a 1 00 оо 
—1 aid 0 оо 
(а, а, ... ал) =| 0—1 а 1 оо 
о ооо —i an 
con las fracciones continuas: 
1 
acu 4 
a 
5и As 
+= 


an ain 

л=|°" DIU | de orden n 
ani n; ünn 
bu biz bip 

Жыр ва P» | de ordon р. 


bm bm с bap 
Compongamos un determinante de orden пр: 


hiig a Фау, зец © азбар 

pn Gandu dnb 

ambu с алфа ара aub > 
PLC 

nbn азбы nbn 

ЕЯ aniba 

амф ++ Gnnbm Фара ses апра «<> абр + 


Así, pues, la matriz del determinante D consta de р? células de n 
filas y n columnas cada una. La célula que se encuentra en la i-ésima 
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fila celular у j-ésima columna celular (para cualesquiera i, j == 
=1,2,..., p), se obtiene de la matriz del determinante А, multi- 
plicando todos sus elementos рог ё. Demostrar que D = A"B^. El 
determinante D se denomina producto de Kronecker de los determi- 
nantes A y В (véanse los problemas 963 y 965). 

541. Demostrar la siguiente regla de desarrollo del determinante 
rebordeado: si 


an 8n аһ 

а вм а 
D= 

Gni “лї -e ana 


СИ e ан z 


542*. Supongamos que los elementos del determinaifte D son po- 
linomios do las incógnitas ту, 2, . . .. =, con coeficientes numéricos 
(o do un campo Р arbitrario), con la particularidad do que D = 0. 
Demostrar que los cofactores de Jos elementos del determinante D 
pueden representarse en forma de Ay = А,В, і, ј = 1, 2, .. n m, 
donde todos А, y В; son polinomios de 21, 25, . « ., £a. Hallar dichos 
polinomios para el determinante А: 


о ab 
де|- об, 
— – 0 


donde а, b, с se toman а título de incógnitas. 

543*. Demostrar, usando los dos problemas anteriores, que el 
determinante antisimétrico de orden par es el cuadrado de cierto 
polinomio de sus elementos que se encuentran por encima de la 
diagonal principal. 

$44*. Mostrar que si en la expresión general del determinante 
antisimétrico se sustituye cada elemento а, por —a,;, siendo j > i, 
se reducen todos los términos con tales índices, euyas sustituciones, 
al desarrollarlas en ciclos, dan por lo menos un ciclo de longitud 
impar. 

545*. Sea D un determinante antisimétrico de orden, par n con 
elementos ау = —aj (i, j == 1, 2, . . ., n). Se denomina«producto 
do Pfaff del determinante D el producto 


E65, iaig, da +++ Minog, ine 


en el cual Лов índices de los n/2 elementos que participan en él, forman 
una permutación de 4, fa... in de los números 1, 2, . . „п; E = 
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= +4, si dicha permutación es par, y e = —1 si ésta os Impar, El 
producto de Pfaft se llama reducido si consta sólo do elementos, yacen- 
tes en D por encima de la diagonal principal (es decir, si cada ele- 
mento posee el primer índice inferior al segundo). Denominaremos 
esencial al término del determinante D si la sustitución de sus índices 
tiene sólo cielos de longitud par. Un par de productos de Pfaff redu- 
cidos N,, N, (en el orden dado) se llama correspondiente a dicho tér- 
minosesencial del determi ante D si se confecciona según este tór- 
mino dà la siguiente manera. Supongamos que la sustitución de los 
Índices de dicho término se escribe en ciclos de este modo: 


(ола... pia) (Вава... Бгл)... (бын... НН), a) 
con la particularidad de que œ, = 1 y cada ciclo, comenzando dosde 
el segundo, empieza por el número mínimo entre los números que no 
entran en los ciclos precedentes. Construimos los productos de Pfaff 


Ni= ваш, astas а + Gap g, ада, бр, Da + 
А t Чул, +++ Tus Mayan, и, ++. Ору „н, 
М, = talas, asas, о, s бај, аб, Pala, Ba e [ODE 

5 Фра њиви п, +++ Aip, pyr 


y luego cada elemento а,у, donde i > 7 10 sustituimos рог —а а. 

Varía el signo de e, o де e,, respectivamente, poro también cambia 
la clase de pormutación, de modo que después de cada sustitución 
obtenemos do nuevo un producto de Pfaff. Al ejecutar en У; у Л; las 
sustituciones indicadas, obtenemos un par de productos de Pfaff 
reducidos de N,, Na, correspondiente al mencionado término esen- 
cial D. 

Demostrar que: 

1) Cualquier par de los productos de Pfaff reducidos (diferentes 
о iguales) corresponden a uno y sólo a un término esencial del desa- 
rrollo general del determinante D. (En un desarrollo general de D 
los términos obtenidos uno de otro mediante las sustituciones tipo 
Фу = —Ay1, se consideran diferentes.) En otras palabras, se establece 
una correspondencia biunívoca entre todos los términos esenciales 
y todos los pares de productos de Pfaff reducidos del determinante D. 

2) Cada uno de los términos esenciales es igual al producto de los 
productos de Pfaff reducidos del par que le corresponde. 

3) D = p°, donde p es la suma de todos los productos de Pfaff 
reducidos, denominada agregado de Pfaff o pfatfiano del determi- 
nante D. 

546*. Demostrar la siguiente fórmula recurrente, cómoda para 
calcular el agregado de Pfaff, determinado en el problema anterior. 
Si p, es un agregado de Pfaff del determinante antisimétrico D, 
= |, | del orden par n > 2, y pi, el agregado de Pfaff del determi- 
nante Din, obtenido de Da, restando las filas nósima o LÓsima. del 
como las correspondientes columnas, donde i = 1,2, .. ., n — 1, 
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entonces 
7: 


(DO радца; Ра= ал 


Mostrar que pim se recibe de p,.,, aumentando en 1 todos los 
índices de los elementos, mayores o iguales a i. 

547. Calcular los pfaffianos Pa ра, Ра, empleando la fórmula 
del problema precedente. 

548. Haciendo uso de la fórmula del problema 546, hallar la can- 
tidad de sumandos del agregado de Pfaff p, del determinante anti- 
simétrico D, del orden par n, o sea, el número de diferentes produc- 
tos de Pfaff reducidos del determinante D,, (los productos que difieren 
sólo por el orden de los factores, no se consideran diferentes). 

549*. Sean D un determinante antisimétrico del orden impar n 
con elementos a, (i, ] = 1, 2, , n) y Му el menor del elemento 
ац Pins el agregado de Pfaff del menor M. Mostrar que Му = 
= релздрјљаа (b J = 1, 2, ..., n). Prosiguiendo, mostrar que a 
título de polinomios А,В del problema 542 (a condición de que 
los elementos D que se encuentran por encima de la diagonal princi- 
pal se consideran incógnitas т, ..., z,) pueden tomarse А, = 
= (NA Pinto Bj = (—1)7 Pin ro 

Comprobar que para el determinante | 


0 a b 
| —a © е | во obtiene, mediante eso procedimiento, 
—b —с 0 


el mismo resultado que en el problema 542 (si se toma en conside- 
ración que en el problema 542 А, y By se definen con una precisión 
de hasta la variación de signo de todos esos polinomios). 
550*. Demostrar que el determinante de forma general, consido- 
rado como un polinomio de sus elementos, tomados en calidad de 
incógnitas, no se descompone en dos factores, cada uno de los cuales 
es un polinomio de las mismas incógnitas del grado diferente de 
coro. En otras palabras, el determinante es un polinomio irreducible 
de sus elementos y, además, por encima de cualquier campo. 
551*, Sean D = |a, | un determinante del orden n >1, k, 


cualquier número de 1, 2,... m (D = C$ = rri desig- 
memos por sy sa .. Spy todo género de combinaciones de n 
números 1, 2, ..., n según #, numeradas en un orden arbitrario 


que posteriormente queda invariable (para precisión, 10$ números 
en cada combinación pueden considerarse situados en orden cre- 
ciente, aunque en lo sucesivo ello no tiene importancia); py el 
menor de orden # del determinante D que se encuentra en la inter- 
sección de las filas con números de la combinación s, y do las colum- 
nas con números de la combinación sj, i, j = 1,2, . . „ (8; cuj el 
cofactor del menor pı; en D. Denominaremos el determinante de 


т 


orden (5) que tiene el aspecto 


la Bn Ка! 
Aj=| lu LEES һу |, 
"ја "Qs 7 "cya 


determinante de los menores de orden k del determinante D. Intro- 
duzcamos además el determinante A, del orden (1) que se obtiene 
de Ax, sustituyendo cada menor py por su cofactor c; en D. 
Demostrar que: 
1) los valores de los determinantes A, y A, no varían, al cambiar 
la numeración de las combinaciones, o sea, al permutar las combi- 
naciones en una sucesión de 51, Sa, .. КОШ 


2) Ar = Ana» lo que es Ја goneralización de la afirmación dol 
problema 242; 


з) даб = D), ду 2,060, 5 a e DU. 


552%, Calcular el determinante P, = | pi; |, еп el cual ру = 
si i divide j, y ру = 0 si ¿no divide j. НИ valor del delermi- 
nante ©, = | qi; | en el cual q;; es igual al número de los divisores 
comunes de i у j. 

553*. La función q (n) igual a la cantidad de números de la serie 
1,2, .. ., n, primos соп n se denomina función de Euler. Haciendo 
uso del problema anterior у del teorema de Gauss де quen = У y (d), 
donde la suma se toma por todos los divisores de d del número n 
(incluyendo 1 y el propio n), mostrar que el determinante de orden 
пр = |01) |, donde di; es el máximo común divisor de los números 


i yj, es igual a ф (1) 9(2) . . . ẹ (n). 


PARTE 11 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


$ 9. Sistemas de ecuaciones resueltos según 
la regla de Cramer 


Resolver los siguientos sistemas de ecuaciones aplicando [la regla: 
de Cramer: 
554. 221 + 22, 29+ z, = 4, 
Ату + Зх, — ху + 22, = 6, 
821 + 5а, — 3r, + áz, == 12, 
За, + 32, — 2л; + 22, = 6. 
555. 221 + Sz, + 1123 + 5л = 2, 
a+ a+ Бао + 2 = 1, 
2r, + 23 + de + 224 = —8, 
а + + 3r, + 4r, = —3. 
а а-у + ха, = 20, 
+ 25 + z, = И, 
инн та, 40, 
За, + 82, +9, + 224 = 37. 
557. Зл, + 42. + Za + 2r, + 8 = 
КЕГИ кч ји јен 
62, + 8x + ла + 524, + 8 = 0, 
3a, + 9r, + 32, + 724 + 8 = 0. 
558. Tz, + 9л + Ата + 2л, — 2 = 0, 
221 — 21, + Zs + 2,—6=0, 
ба + ба + 3ш 2n 8 = 0, 
22) + да+ ла + ла = 0. 
559. бх + 5y — 22 + Жы 


3z + ду +22— 2t— 1=0, 
Sz — 9y + 2t — И = 0. 
560. 2 — y 62 t+ 10 


Ton tua 9t— 5 
z— y+2— 6+ 8 


18. 


z 
Зх — Ty + 32 
52 — ду + 62 + åt 
| 42 — бу + 35 + t 

564*. Dos sistemas de ecuaciones lineales con las mismas incógni- 
tas (no es obligatorio que tongan el mismo número de ecuaciones) 
se denominan equivalentes si cualquier solución del primer sistema 
satisface el segundo y viceversa. (Cualesquiera dos sistomas con las 
mismas incógnitas, cada uno de los cuales, no tiene soluciones, tam- 
bión se consideran equivalentes). 

Mostrar que cualquiera de las siguientes transformaciones del 
sistema de ecuaciones lineales: 

a) permutación de dos ecuaciones; 

b) multiplicación de ambos miembros de una de las ecuaciones por 
cualquier número diferente de cero; 

с) resta término a término de una ecuación, multiplicada por 
cualquier número, de la otra convierte dicho sistema de ecuaciones 
en uno equivalente. 

¿Transformará el cambio de numeración de las incógnitas el sistema 
dado en el equivalente? ¿Es admisible el cambio de numeración de las 
incógnitas al resolver el sistema de ecuaciones? 

565. Demostrar que cualquier sistema de ecuaciones lineales 


Ж, apr bs d 


mediante lás transformaciones tipo a), b), с) del problema anterior 
y el cambio de numeración de las incógnitas, puede reducirse a la 
siguiente forma 


PET 


que satisface uno y sólo uno de los siguientes tres grupos de con- 
diciones: 

a)eu 550, 1=1,2,... n; су=0 para if 
(en particular, los coeficientes de las incógnitas en todas las ecua- 
«iones que siguen la n-ósima (siendo s п) son nulos), d, = 0 
para i = n + 1, . . ., s (en ese caso se dice que el sistema se reduce 
al aspecto triangular); 

b) existe un número entero r, 0 < г< n — 1, tal que cu +0, 
#=1,2,.. „гусу = 0 para i > j; cy == 0 para i > r y cualquier j, 
igual a 4, 2, . „та = 0 para i =r + 1, r+ 2, .. 8; 
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TETES a) 


бай, Ж 2 @) 


с) existe un número entero г, 0 < г < n, tal que са = 0 para 
t= 1, 2, ..., ср = 0 para i > j; сү = 0 para i >r y cualquier 
„ п. Existe un número entero k, r 4- 1 «Ck «s, tal 


inicial (1). dee mostrar que en el caso a) el sistema D (así como 
el (1) también) tiene la única solución; on el caso b) el sistema (2) 
tiene una cantidad infinita de soluciones con la particularidad de 
que para cualesquiera valores de las incógnitas yr, . . ., Yn existe 
el único sistema de valores de las demás incógnitas уз, . . +, Yri en ol 
caso c) el sistema (2) no tiene resolución alguna. Este teorema argu- 
menta el método de eliminación de las incógnitas al resolver el 
sistema de ecuaciones lineales. 

566. Mostrar que si el sistema de ecuaciones lineales (1) del pro- 
blema anterior posce coeficientes enteros, entonces para todas las 
transformaciones, reduciéndolo al aspecto (2), pueden evitarse los 
пйшегоз fraccionarios, de modo que el sistema (2) también tendrá 
coeficientes enteros. = 

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones medianfe el método 
de eliminación de las incógnitas: 


567. 568. Д 
$n — 22, — 52, + ау — 3 + zat 5r —7 = 0, 
Зал — $ + та + m, = —3, — 22, — 22, — За, — 


2t — ár ==3 За— 2n +1=0, 
щ — а, — 4а, + 9, = 22. 2z, + 82, + 22, — 8z, +7 = 0. 
569. 570. 

2n —2m + ж+3©е0, + Ta — êz, — 42, 6, 
2z, + 323 + 11— 32, + 6 — а — бє — 4 = 2, 


i $ ia hn да + Зи + да + dea 6 
ж За + 24 — 24 —2 <= 0. 32, + 2z + 32, + 824 


S71. 2z, — 32, + 3ш, + 22, — 3 = 0, 
62 + да, — 224 — za +4 = 0, 
102, + 32, — Зл, — 22, — 8 = 0, 
За + 6ra + zs +32 + 

572. a+ 2лз,+ 5+ да, = 79, 


283, 
2z, + ára + Mz, + 1624 = 146, 
за + 92, + да, + 9, = 92. 


578. z, + ал+ + ла + z= 15, 


2, + 51, + 1523 + 352, + 7074 = 210. 


574. а, + 21, + Зла + Ат, + 5ш 
га + За + 723 + 1024 + 132 
32 + 5z, + Mz, + 167, + Ax, 
2x, — Та, + Та + Tz, + 2r; = 57, 
T, + åra + 53 + Зла + 107, = 7. 
575%. ба + 6x3 + 572 + 182, + 207, = 14, 
107, + 92, + Tzs + 24r, + 302, = 18, 


4m + Баз + iri и 
576. а + zat mt мат + 9 
221 + 22, + 1723 + 1724 + 822, + 14 

22 + 323 — zat ба + 10-0. 
т + ra + 1224 + 272, + 26 = 0, 

жу + 225 + 2ra + 1024 = 81-0. 


152) + За, + 1523 + 9, + 72, = 130, 

Зла — ха— ry 5z, — Та, = —18. 
578. 579. 
2e + Теа + Заа =5, 22, + За — iid omi 
Sz, + 122, — 929 + 8л, = 3, 
Ал + бх, + 317 — 22, = 3, 
Эт, + 92) — Ta = 8. 


T, + 23 — m4 3, 


— 2r, + Bn = 2, 
EN 5n = 6, za + Баз — ба = 1, 
Бај — 314 + zs — 84 = 1. — 32, + Ад = 5. 


582. Mostrar que o) polinomio de grado n se determina completa- 
mente por sus valores para valores n + 1 de la indoterminada. Con 
más precisión, mostrar que para cualesquiera nümeros To, тү, т... 
- -» Zn, que se difieren entre sí, y cualesquiera números Yo, y1, - . . 
у existe uno y sólo un polinomio f (z) de grado <n, para el cual 


Га) = уь '=0,1,2,.., n. 


583. Usando el problema anterior, demostrar ја equivalencia 
de las dos definiciones de la igualdad de los polinomios de una inde- 
terminada 1) con coeficientes numéricos (o coeficientes de cualquier 
cuerpo conmutativo infinito): 

1) dos polinomios se llaman iguales si son iguales sus coeficientes 
de cada par de términos del mismo grado (definición habitual apro- 
bada en el álgebra); 


3) Una afirmación análoga para los polinomios de cualquier número de 
indeterminadas es fácil demostrar mediante la inducción, 
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2) dos polinomios se denominan iguales si son iguales como fun- 
iones, es decir, si para cada valor de la indeterminada, sus valores 
son iguales (definición habitnal aprobada en el análisis). 

584. Mostrar que para un cuerpo conmutativo finito de coefi- 
cientes las definiciones del problema precedente no son equivalentes 
(dar wn cjemplo). 

. Hallar el polinomio cuadrado f (z), sabiendo que 


ї@=—1; f(-)29 f(2) = —3. 
586. Hallar el polinomio de tercer grado / (=), para el cual 
1(—ђ =0, f) = 4, /0)=3, f (3) = 16. 


587. ¿Qué sentido goométrico tione la afirmación del proble- 
ma 582? 

588. Hallar la parábola de tercer grado que pasa a través de los 
puntos (0, 1), (1, —1), (2, 5), (3, 37), con la particularidad de que la 
dirección asintótica es paralela al eje de ordenadas. 

589. Hallar la рена de cuarto grado que pasa а través de los 
puntos (5, 0), (—13, 2), (—10, 3), (ч), (14, —1), con la particu- 
laridad де que la dirección asintótica es paralela al eje dẹ, las abscisas, 

Resolver los siguientes sistemas de ecuacionos lineales, aplicando 
en cada caso el procedimiento más adecuado: 


590. —z + у + 2 +: = а, 5919. а(2 +) + b (y 2) =, 


ny+i+t=b, a (y +t) +b += с, 
a+yoz+t=c0 a (zr 0) +” (y) = с”, 
з-у+:г—:=а. +y+rz+t=d, 


con la particularidad de que 
ат, a +b, а" ge. 
592*. ах + by + cz + dt = p, 
—bz + ay + dz — ct = q, 
—cx — dy + as + bt = r, 
—dz-Fcy — bz + at = s. 


593*. z, + ал F айты +.. Жар“ + ал 


т, + аал + +. + аі F ау = 0, 


ж H antn- + atng + -© o H apta + ай = 0, 
donde ау, as, .. ., а, son distintos números. 
БМ. mt а, +...+ ом =4 
ал + asta +... H antn 
ain + ал +... + а 


b, 
b, 


ГЕ! 


аа pL Dade, сч, 
donde a, az, ...› a son diferentes números. 
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595. z, + ал, +... apri, = by 
ж + adam Ro... + арта == by. 
man Ф... = б 

donde ap ds, ..., а„ son distintos números. 


596. да+ m+...+ љеђ, 
азу + ад + + адь = da, 


“арау darin, +... + айт, = фра 
donde ај, 4z, .. ., а, son distintos números. 
597. a+ zx... mi+i=0, 
2 + 203 +. 4 292, 1 = 0, 
па А па. +. +, + 1 =0. 
598. az, + bz, +... + bza = с, 
bz, + ал, +... + btn = са, 


ba, + brs +... + azn = са 
donde (а — b) la + (n — 1) 5150. 


599*. (3 + 2а,) 2, + (3 + 2a,) =. +... + (3 + 2an) £n $4 


4 + За + 20) z, + (1 + За, + гај) z +... 
s.. (1 + Зал + 248) 2, = 1 + 3b + 202, 

ар + За, + 203) а + as (1 + За, + 2a) zs +... 
+. отац (1 + За, + 2a3) ла = b (1 + 3b + 20%), 


ат (1 + 3a, + 208) z, + a27? (1 + За, +20) z +... 
ses ag? И + Зал + 203) ту = 0" (1 + ЗЬ + 255), 
а (4 + За) ж + а (1 + За). +. + 
+ ag? (1 + Зал) zs = b^7* (1 + 3b). 


600“. Desarrollando la función Tr en serie de potencias, 


z 
obtenemos ¡Ep = 1 hr hrtha.. 
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Mostrar que 


601. Se sabe que 2 1 + pa pierda... donde е, 


вн ез... son los denominados números de Euler. Mostrar que 
oc o 0 o 
4-+ 1 ° ш 
„ну | t io Ro: id. 
{ dpi enis iiid aa j|: 


602". En el desarrollo mA by аа cs „= 
1)"-1 B, 


VN donde B, son los denominados nümeros de Ber- 


noulli. 


Prosiguiendo, mostrar que para n > 1 


а 
3 1 n 0 => Ф 
1 1 
ж Ж 1 o o 
A A 
аг Е] 


4 1 1 Д 
Чы н) ЮГ Г UC 
603*. Mostrar que el número do Bernoulli 8,, introducido en el 
problema anterior, puede expresarse mediante los siguientes deter- 
minantes de orden n: 


о t e 


В 2" ту] 3 


п 1 1 1 
o {тШ 
604*. Designomos por s, (k) la suma de las n-ésimas potencias de 
los números de la serie natural desde 1 hasta Æ — 1, es decir, s, (k) = 
= 1" +2” +... + (k — 4)". Después de establecer la igualdad 
а (К) + Cisna (k) +... + Chs (E) + So (k), 


па соби 4 
Cas 3 
сі. 1|. 
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605*. Representar еп forma de un determinante el n-ésimo coe- 
liciente 1, del desarrollo #2 = 1 Да? 4 5 +... + 2" 


606. Representar en forma de un determinante el n-ésimo coefi- 
ciente f, del desarrollo zctgz = 1 — јаз — fari — 
an 


pam mui. 
607*. Después de expresar ol n-ésimo coeficiente а, del desa- 
rrollo e* = 4 — az + aga? — as? +... en forma de un deter- 
minante, hallar de aquí el valor del determinante. 


$ 10. Rango de una matriz. Dependenci 
de los vectores y de las formas lineales 


Hallar el rango de las siguientes matrices, aplicando el método 
de rebordear los menores: 


608. /2 —1 3 —2 4 609. /1 з 5 —t 
(=> 13). 2 —1 —8 4 
241 82 5 1-4 7) 

Ж ODSO» d 

610./3 1 32 5 ви. /4 3 £ 8 
5-3 23 4 856 4 2 
1-3 —5 0 —1]- 43-82 1]. 
7 —5 14 1 4 3 42 —5 

8 6 —i 4 —0 


612. Hallar los valores de ^, para los cuales la matriz 


3 14 
244104 
1 17 3 
2 43 
tiene el rango mínimo. 


¿Cuál será el rango para los À hallados y cuál será para otros 
valores de А? 


613. ¿Cuál será el rango de la matriz 


1 —2 
(2 A a 5) 
ма 10 —8 4 
para distintos valores до ? 

614. Sean A la matriz de rango r y M, el menor de orden + que 
se encuentra en el ángulo superior izquierdo de la matriz A. Demostrar" 
que mediante las permutaciones de las filas entre sí y las cóluninas 
entre sí puede lograrse cl cumplimiento de las condiciones: Mf, 40, 
М, 30, .... М, 5 0, mientras que todos los menores del orden 
superior a г (si, en general, éstos existen) son nulos. 

615. Las siguientes transformaciones de una matriz: 


pana 
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1) multiplicación de una fila (columna) por un número, distinto 
de cero; 

2) adición de una fila (columna), multiplicada por cualquier núme- 
ro, a otra fila (columna); 

3) permutación de dos filas (columnas) 
se denominan elementales. 

Demostrar que las translormaciones elementales no varían el 
rango de la matriz. 

616. Demostrar que la permutación de las filas (columnas) de 
una matriz puedo obtenerse, haciendo Jas transformaciones de las 
filas y columnas sólo de los tipos 1) y 2), indicados en el problema 
anterior 

617. Demostrar que cualquier matriz de rango г puedo reducirso, 
mediante las transformaciones elementales indicadas en el proble- 
ma 615, a una forma en que los olementos ауу = а, = = а, = 
= 1, у los demás son nulos. 

618. Demostrar que mediante las transformaciones elementales 
sólo de las filas o sólo de las columnas, la matriz cuadrada puedo 
reducirse a la forma «triangular», en la que todos los elementos por 
un lado de la diagonal principal son nulos, con la particularidad de 
фе los ceros pueden obtenerse, según el deseo, bien por encima de la 

iagonal principal, bien por abajo de ésta. 
Icular el rango de las siguientes matrices con ayuda de las 
transformaciones elementales: 


619. E и 47 3l 620. (5 —67 35 24 5) 


75.94 58 132 26 96 23 —2%4 86 
375 94 54 134 16 —428 1 1284 52 
25 32 20 48 


621. /24 19 36 72 —38 
"49 40 73 M7 —80 
78 50 98 219 —118 
AT 36 71 1 —72 


622. /17 —28 45 Ии 30 


42 13 29 —55 —68 


623. Demostrar que si la matriz está compuesta de т filas y su 
rango es г, cualesquiera 3 de sus filas forman una matriz, cuyo rango 
по es inferior a у + s$ — m. 

624. Demostrar que agregando una fila (o una columna) a la 
el rango de ésta bien no varía, o bien aumenta en una unidad. 

625. Demostrar que el borrado Чо una fila (o una columna) de la 
matriz no varía su rango cuando, y sólo cuando, la fila borrada (o co- 
lumna) se expresa linealmente a través de las demá: filas (columnas). 

626. Se denomina suma de dos matrices que tienen la misma can- 
tidad de filas y columnas, una matriz, cada elemento de la cual es 


ma 
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igual a la suma de los correspondientes clementos de dichas matrices, 
es decir, (ау) — (bij) = (а; + Бир). Demostrar que el rango de la 
suma de dos matrices no supera la suma de sus rangos. 

627. Demostrar que cualquier matriz de rango r puede repre- 
sentarse en forma de una suma de r matrices de rango 1, pero по se 
puede representar en forma de una suma inferior a 7 de semejantes 
matrices. 

628. Demostrar que si el rango de la matriz А no varía, al agre- 
garle cada una de las columnas de Ја matriz 27 con la misma cantidad 
de filas, no varía tampoco al agregarle a la matriz А todas las colum- 
nas de la matriz В. 

629*. Demostrar que si el cango de la matriz A os igual a r, el 
menor d que se encuentra en la intersección de cualesquiera » filas 
linealmente independientes y r columnas linealmente independientes 
de esta matriz, es distinto do cero. 


630*. Scan А una matriz cuadrada de orden п > 1 у А una ma- 
triz, recíproca (asociada) de la matriz A. Aclarar cómo varía el 


rango / de la matriz А al cambiar el rango 7 de la matriz А. 

631". Demostrar que el cálculo del rango de una matriz simétrica 
so reduce al cómputo 5616" йе los menores principales, р séa, de los 
menores que se hallan en las filas y columnas con námerós respectiva- 
mento iguales. Demostrar precisamento que: 

1) si en la matriz simétrica A de orden п existe el menor principal 
M, de orden г, diforento de cero, para el cual todos sus menores prin- 
cipales rebordeantes de órdenes (r + 1) y (r + 2) son nulos, entonces 
el rango de la matriz А es igual a r (si todos los menores principales 
son nulos, puede considerarse que el menor principal de orden cero 
M, es igual a la unidad y cl Loorema queda siendo válida: para 
г = n — 1 no existen menores de orden r + 2, pero la afirmación del 
teorema es justa ya que el rango do A es igual а n — 1); 

2) el rango de la matriz simétrica es igual al orden superior de los 
menores principales, distintos de cero, do dicha matriz. 

632*. Sean A una matriz simétrica de rango r y M, el menor de 
orden k que se encuentra en el ángulo suporior izquierdo de la ma- 
triz A. (Consideramos que рага k = 0 Л, = 1). Demostrar que, 
aplicando cierta permutación de filas y la correspondiente permu- 
tación de columnas de la matriz A, puede Jograrse que en la serie 
de menores Mo = 1, Му, Ma, .. . M, ningunos dos vecinos sean 
nulos y M, + 0, mientras que todos los menores de orden superior 
а r (si éstos existen) son iguales a cero 

633*. Demostrar que el rango de una matriz antisimétrica so 
determina por sus menores principales. A saber: 4 

1) si existe un menor principal de orden r, distinto de ceño, para 
el cual todos los menores principales que lo rebordean del orden 
r-- 2 son nulos, el rango de la matriz es igual a r; 

2) el rango de una matriz antisimétrica os igual al orden superior 
de los menores principales, distintos de cero. de dicha matriz. 
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634*. Sean А una matriz antisimétrica de rango г y Му un menor 
de orden К, situado en el ángulo superior izquierdo de la matriz А 
(M, — 1). Demostrar que, aplicando cierta permutación de filas 
y la correspondiente permutación de columnas de la matriz A, 
puede lograrse quo los menores Mo, Ма, Ма, .. .. M; sean distintos 
de cero у los menores Mi, Ma, . - -, Му, y todos los menores de 
«ө superis a r (si éstos existen) son nulos. 
. Demostrar que el rango de una matriz antisimétrica es un 
número par. 
636. Hallar la combinación lineal 3a, + 5a, — as de los vectores 


a, = (4,1, 3, —2), a, = (1, 2, —3, 2), а, = (16, 9, 1, —3). 
637. Hallar el vector æ de la ecuación 


a, + 2а, + Заз + 4х = 0, 
donde 
a = (5, —8, —1, 2, а, = (2, —1, 4, —3), 


a, = (–8, 2, —5, 4), 
638. Hallar el vector æ de la ecuación 


3 (a, — 2) + 2 (а, + 2) = 5 (a3 + 2), 
donde 


пуме јр O пуне о, 4; 540), за (s Ауу; 


, Aclarar вї los siguientes sistemas de vectores son linealmente de- 
Pendientes o linealmente independientes: 


639. a, = | 2, 3), 640. а, = (4, 
яз = (3, 6, 7). аз = (6, 
641. а, = (2, —3, 1), 642. а; = (5, 
а, = (3, —, 5), a, = (3, 
ay = (1, —4, 3). a, = (8, 
643. а, = (4, —5, 2, 6), 644. а = (1, 
a, = (2, —2, 1, 3), a. = (0, » 4) 
аз = (6, —3, 3, 9), аз = (0, 0, 1, 4, 7). 
a, = (á, —1, 5, 6). a, = (2, —3, 4, 11, 12). 
„= (4, —1, 5, 6) „= @, —3, 4, 11, 12) 


645. Si de las coordenadas de cada vector del sistema dado de 
vectores de un mismo número de mediciones elegimos las coordena- 
das, situadas en lugares determinados (los mismos раса todos los vec- 
toros), conservando su orden, obtendremos el segundo sistema do 
vectores que se denominará acortado con relación al primer sistema. 
Mientras que este último se denominará extendido con relación al 
segundo. Demostrar que cualquier sistema acortado para un sistema 
de vectores linealmente dependiente es linealmente dependiente, y 
cualquier sistema extendido para un sistema de vectores lineal- 
mente independiente es linealmente independiente. 
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646. Demostrar que un sistema de vectores que contiene dos 
vectores iguales es linealmente dependiente. 

647. Demostrar que un sistema de vectores, cuyos dos vectores 
se diferencian por un factor escalar es linealmente dependiente 

648. Demostrar que el sistema de vectores que contiene vector 
nulo es linealmente dependiente. 

649, Demostrar que si una parle del sistema de vectores es lineal- 
mente dependiente, todo el sistema también es linealmente depen- 
diente. 

650. Demostrar que cualquier parte de un sistema de vectores 
linealmente independiente es por sí misma linealmente indepen- 
diente. 

651*, Supongamos que se da un sistema de vectores 

а = (бр у са sana) (=41,2,... 5; ап) 


Demostrar quesi | «y, | > Y | 7j |, dicho sistema de vectores es 
n EN 1 
| 


linealmente independiente. 

652. Demostrar que si Jos tres vectores а, az. az son linealmente 
dependientes y el vector a, no se expresa linealmente astravés de los 
vectores ау y ds, estos últimos se diferencian entre sí sólo por un 
factor numérico. 

653. Demostrar que si los vectores ај, аз, . . ., а son lineal- 
mente independientes, y los vectores ај, ds, . . ., а, b son lineal- 
mente dependientes, cl vector b se expresa linealmente a través de 
los vectores а, Az, .. ау. 

654. Usando el problema anterior, demostrar que cada uno de 
los vectores de dicho sistema se oxpresa linealmente mediante cual- 
quier subsistema linealmente independiente de ese sistema, subsis- 
tema que contiene una cantidad máxima de vectores. 

655. Demostrar que un sistema ordenado de vectores dy, dg, .. ~ 
2. ак, distintos de cero, es lincalmente independiente cuando y 
Sólo cuando ninguno de esos vectores se expresa Jincalmente median- 
te los precedentes. 

656“. Demostrar que si delante de un sistema ordenado de vec- 
tores linealmente independiente ау, ag, . . .. ау se pone un vector 
más b, entonces no más de un vector del sistema obtenido so expresará 
linealmente por medio de los anteriores. 

657*. Demostrar que si los vectores ај, аз, . . ., а, son linoal- 
monte independientes y se expresan linealmente a través de los 
vectores dy, ba, —.., Ou, entonces r << s. 

658*. Se denomina base del sistema de vectores dado wn subsistema 
que posee las siguientes propiedades: 

1) este subsistema ез linealmente independiente; 

2) cualquier vector de todo el sistema se expresa linealmente me- 
diante los vectores de este subsistema. 

Demostrar que: 


а) todas las bases de dicho sistema contienen la misma cantidad 
de vectores; 

b) el número de vectores de cualquier base es el número máxi- 
mo de vectores linealmente independientes del sistema dado; este 
nümero se denomina rango de dicho sistema; 

с) si dicho sistema de vectores posee el rango r, cualesquiera г 
vectores linealmente independientes forman la base de este sistema. 

659*. Demostrar que cualquier subsistema lincalnente indepen- 
diente del sistema dado puede completarse hasta la base de ese sis- 
tema. 

660. Dos sistemas de vectores se denominan equivalentes si cada 
uno de los vectores de un sistema se expresa linealmente a través 
de los vectores del otro y viceversa. Demostrar que dos equivalentes 
sistemas linealmente independientes contienen la misma cantidad 
de vectores. 


661. Demostrar que si los vectores ај, dz, . . ., d, Se expresan 
linealmente a través de los vectores b,, ћу. . . ., фу, el rango del 
primer sistema no supera el del sogundo 


662. Se dan los vectores: 
a, = (0, 1, 0, 2, 0, a; = (7, 4, 4, 8, 3). 
ал = (0, 3, 0, 4, 0), a, = (1. 9, 5, 7, 1), 
a, = 0,1,0. 5, 0) 
¿Es posible elegir los números vj; (i, 7 


que los vectores 


‚ 5) de modo 


b, = cado сй, + сй nium Ot 

Cu слаба т Casta + сй, T су. 
Cut. слаба + Casla + сыа, T Сава 
= суду + сй, + сазаз + Cada T Cast 
сыа, + сый, — Csata + сый + сыа, 


sean linealmente idependientes? 

663. Demostrar que si, y sólo si, el vector b se expresa lineal- 
mente mediante los vectores a,, a. „ај, el rango del último sis- 
tema de vectores no varía, añadiéndole el vector b. 

664%, Demostrar que: 

1) dos sistemas equivalentes de vectores tienon el mismo rango; 

2) el teorema inverso a la afirmación 1) es incorrecto. 

Sin embargo, es válida la afirmación: 

3) si dos sistemas de vectores tienen el mismo rango y uno de ellos 
se expresa linealmente a travós del otro, esos sistemas son equivalen- 
tes. 

Hallar todos Jos valores de 7, para los cuales el vector b se ex- 
presa linealmente mediante los vectores ај, а... Ay! 
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1,8), 
—6. 1), 
—2 №. 
42 
8, 7), 
12, А). 
2, 669. а, = (3, 2, 6), 
4, a, = (Т, 3,9), 
6, аз = (5, 1, 3), 
3 b — 06,2, 5). 


670. Explicar las respuestas de los problemas 665—669 desdo 
el punto de vista de la disposición de dichos vectores en el espacio. 

671. Utilizando el problema 657, demostrar que más de n vec- 
tores n-dimensionales siempre son linealmente dependientes. 

672. Hallar todos los subsistemas máximos, linealmente inde- 
pendientes, dol sistema de vectores: 


a, = (4, 1,3 —2), а, = (8, —2, 6, —4), 

a, = (8, —1, 4, —2), a, = (6, —2, 8, —4). 
Hallar todas las bases de los sistemas de voctores: 
678. a, = (1, 2, 0, 0), 674. a, = (1, 2, 3, 4), 
a, = (1, 2, 3, 4), a, = (2, 3, 4, 5), 
а, = (3, 6, 0, 0). аз == (8, 4, 5, б), 
a, = (4, 5, 6, 7). 


077. ¿En qué caso el sistema de vectores posee base única? 
678. ¿Cuántas bases tiene ol sistema de k + 1 vectores de rango k 
que contiene vectores proporcionales, distintos de cero? 


Hallar alguna base del sistema de vectores y expresar todos los 
vectores del sistema que no entran en dicha base, mediante los vec- 
tores de la base: 


2, 
1 
4, 1, 
4, 
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а= 0, —Àh 1 2 
682*. Supongamos que se da un sistema de vectores тү, Ly, 


Zn de una misma cantidad de dimensiones. Se denomina 
principal de relaciones lineales de dicho sistema de vectores el 
sistema de relaciones tipo 


` =0 (i212, .... 
P (i s) 
que posee estas dos propiedades: 

а) ese sistema de relaciones ез lincalmente independiente, lo que 
significa Ја independencia lincal del sistema de vectores 


а = (01,1 @, <> Vua) (=1,2 .-. 9) 


b) cualquier dependencia lineal de los vectores zy, ж... Tn 
es una consecuencia de las relaciones del sistema dado, es decir, si 


се = 0, el vector а = (шу, Lo ..., %) es una combinación 
i 


Si 
ineal de los vectores а;, аз, a, Demostrar que: 
1) si а, Za ..., 2, es la base de dicho sistema de vectores y 


а = Ум i=r+1,r+2,..., п, entonces uno de los siste- 
En 
mas principales de las relaciones lineales del sistema dado de уес- 


tores será el sistema de relaciones z; =2 Мау = 0 (om r4 ds 
Р+2,..„ п); 

2) todos los sistemas principales de relaciones lineales contienen 
el mismo número de relaciones; 

3) si cierto sistema principal de relaciones lineales tiene s rela- 
ciones, cualquier sistema de s relaciones lineales linealmente inde- 
pendientes del mismo sistema de vectores es también un sistema 
principal de relaciones lineales; 


4) si el sistema de relaciones У олту = 0 (=1,2,... 8) 
= 
es un sistema principal de relaciones lineales entonces el sistema de 
relaciones У Визу = 0 ({ = 1, 2, ..., 3) será un sistema prin- 
= 


cipal де relaciones lineales cuando, у sólo cuando, suponiendo que 
әз = (Bra Bro --- 
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donde los coeficientes y;, з forman un determinante de orden s, dis- 
tinto de cero. 

Usando la multiplicación de las matrices, las últimas s igual- 
dades, vectoriales pueden escribirse en forma de una igualdad ma- 
tricial 

= CA, donde A = (%, dan B = (В. дал y € = Qu)» 
C es una matriz regular de orden s. 
Después de determinar el sistema principal de relaciones lineales 
para 108 sistemas de formas lineales como fue hecho en el problema 682: 
para el sistema de vectores, hallar el sistema principal de relaciones 
lineales para el sistema de formas lineales: 
683. f,— 52, — 32, + 2244 Ara 
fa = 22, — 2, + 325 + 
Ja = Алу — За, — 52 — 720, 
ће 2 + 7а + iiz. 

684. fı = 821 + 722 + Ата + 524 
а = Зх, + 212 + „оба. 
La = 2x1 + 32, + 22, — 
h= а ne zn 
ју = 52, + Ата — 1723. 

685. f, = 52, + 22, — 2, + 3r, + Án, 
fa = За + ж, — 2n +30 +5 
Ја = Oz, + 8л, — Зла + Ат, + 725, 
fa == Та + 4x7 — Эх, + 27, + 423. 


686. ју = 22; — 3z, + Ату — Šta 
— 2ш, + 72, — Br, 


g 


apr Mc mid E 
+ 41, — Ата — 3r, + бар 
та аи Ge lm 


688*. Supongamos que se da un sistema de formas lineales 


РИ) we 


а segundo sistema de formas lineales que dependen linealmente de 
ав formas del primer sistema 


КЕЛ без, 2, 2... t. (> 


9; 


= 


89 


Demostrar que el rango del sistema de formas (2) no supera el 
del sistema de formas (1). Si s = £ y ol determinante ley |, di- 
fiere de cero, los rangos de ambos sistemas de formas lineales coin- 
«iden. 


$ 11. Sistemas de ecuaciones lineales 


Investigar la compatibilidad y hallar la solución general y una 
particular del sistema de ecuaciones: 
689. 2r, + Tz. + da + ла 
Эл + 5ле + 225 + za 
Da, + ба + за + Tz. = 2. 
690. 22, — Зх, + 523 + Та = 1, 
Да, — ôr, + 203 + 3r, = 2, 
2a, — Заа — 11ra — Lx, 


691. 3 


De, + 122; + 325 + 10r, 
692. За, — 5л, + 2та + Ал, = 2, 
Пау == ау + ла + 3r, 
бау + Тад — 477 — бл, 
693. 22, + 5r, — Ва = 8, 
Am, + 327 — Ir, = 
2%, + За, — 5r, = 
жү + 8л, — Та = 
694. 3g, — 22, + Sr, + 4, 
62, — 42 + Ала — За, = 3, 
92, — ба, + За, + 274 = 
695. 22, — та + За — 7л, = 5. 
ба — 3r + x. — йла = 7. 
Án — 24, + Mz, — 3124 
696. 92, — 32, + 5а; + бл, 
6n — 25, + 3ra + 2, 
Злу — 2. + Зла + dáz, 
697. За + 22, + 22, + 224 = 2. 
22, + Зху + 22, + 5л, = 3, 
Ya, + та + ry — Dx. 
2r, + 2аа + Зха + 4а, 
Та + х, + 614 — та = Т. 
698. z,- ла + дл, — 2z, + 325 


За + За + Ба, — 224 + Bes 
Элу + 22, + Bra — За, + да, = 


699. 2n — zb га + 22, 
ба — E + 223 + 52, 


700. Gz, + Ах, + 5r, + 224 
2 21, + Ата oxi 
Эл + Зла — 21а 4 ла 


TOL. „ж + Фу + Во — nob та 


2r, + Ата + 22, — 3r, + Эл, 


702. ба + Bre + дэ + 3r, + árs _ В, 
ба + 2n + та + 2r, + Зх, = 4, 
Дау + 2л, — За + 2, H = 0, 
21, + 2, - Tzs + За, + ху = 1, 


703. Sz, + Gr, + 5, + 22 
Зх + Зх, + 2лу + x, 
ж, + 2z, + Зга + m. = 8, 
За + Бар + ла + жщ = 15, 
Ta, + 4ле + 525 + 22, = 18. 


704. 


705*. Demostrar que: 

a) cualquier sistoma de s ecuaciones lincales cou л incógnitas, 
cuya matriz formada de los coeficientes de las incógnitas posee el 
rango r, puede reducirse, cambiando la numeración de las ecuaciones 
e incógnitas, al aspecto: 


> аду m4. 2, .... 5). (1) 
А 


que posee las propiedades 
та = 1, тазеб, m #0, .... m, 0, 2) 


donde т» es el menor de orden # que se encuentra en el ángulð supe- 
rior izquierdo de la matriz formada de los coeficientes de las incóg- 
nitas del sistema (1); 

D) el sistema de ecuaciones (1) que posee las propiedades (2), me- 
diante una serie de restas de sus ecuaciones, multiplicadas por nú- 
meros adecuados, de las posteriores ecuaciones, puede reducirse a un 


a 


sistema equivalente 


У ашу= 4 6=1,2, 
£ 


que posee las propiedades: 


5), [2] 


си 0 рага r 
су =@ para ¡<i<r, así como % 
para {>гуў=1,?,...,п. 


Si para 1 =r + d. 7 +2, .... s d; = 0, los sistemas (3) y (1) 

son compatibles, con la particularidad de que, siendo г = n, existe 

una solución única, y para r < n hay una cantidad infinita de solu- 
ciones. 

En el último caso las incógnitas independientes son 2,4, +++ 
ss жд. De la r-ésima ecuación z, puede expresarse mediante las 
incógnitas independientes. Después de poner esa fórmula en la (r — 
— 1)-ésima ecuación, hallaremos z,., a través де las incógnitas inde- 
pendientes, etc. 

Por fin, mediante las incógnitas independientes hallaremos la 
expresión de z, a partir de la primera ecuación. 

Las fórmulas obtenidas de z, та, .. .. 1, mediante las incóg- 
nitas independientes гм, .... 2, representan en sí la solución 
general de los sistemas (3) y (1). Esto significa que para cualesquiera 
valoros de las incógnitas independientes obtendremos de las expre- 
siones halladas las soluciones de los sistemas (3) y (1) y toda solución 
de estos sistemas puede obtenerse precisamente por este procedi- 
miento para los valores adecuados de las incógnitas independientes, 

Si d, = 0 aunque sea sólo para un valor de i > г, los sistemas (3) 
y (1) вой" incompatibles. 

El método expuesto de investigación y resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales lleva el nombre de método de eliminación 
de las incógnitas (compárese con el problema 505) 

Haciendo uso del método de eliminación de incógnitas, indi- 
cado en el problema 705, investigar la compatibilidad y hallar la 
solución general de los sistemas de ecuaciones (si el sistema inicial 
tiene coeficientes enteros, durante la eliminación de las incógnitas 
pueden ovitarse las fracciones): 

706. zin 3, 

gir 5а += 2, 

22, hd +80 432 7, 
day pra, 22, 12, 
ба -- 1242-9 4-21, — 20. 

. 427, + 14, — 157, + Lx, + 214, 
16z, + 18z, — 22, + 29x, + 372; 
182, + 202, — 2123 + 32z, + 412; 
107, + 122; — 1623 + 202, + 232, 


E 
2 
S 
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708. 102, + 23r, + 1723 + 44r, = 25, 
EE EE E 69r, = 40. 
25%, + 51лу + 42ту + 1082. 
302; + 692, + 512 + 13324 


709. 452, — 282, + ЗА. — 522, 
362, — 232, + 2923 — 4824 
Злу — 2lx, + 2823 — 4524 
Alz, — 32r, + 3024 — 
272, — 192, + 222, — 


710. 122, — 162; + 252, 
27 + 24r, — 3225 + 6724 
502, + Sira — 682, + 952. 
21 + 212, — 2824 + 462, 
ти. 24z, + Mir, + 30лу + 4024 + 4lzg = 28, 
362 y 212 + Абаа + Glz, + Gr, = 43, 
4921 + 28r, + б0ха + 822, + 83: = 58, 
60z, + З5а, + 752, + 90%, + 1022, = 89. 
Investigar el sistema y hallar la solución general ens función del 
valor del parámetro A: 


742. 5а — За, + 22, + år = 8, 
ж, — 22, + 3 + Ta, = 1, 
Ва — 62, — za — 5r, = 9, 
Та — Зе + Tz + 11 = he 


713. Зх, + 22, + 5r, + 42, = 3. 
22, + 32, + 62, + Ва, = 5, 
лу — 02, — Iz, — 202, = —11, 


Ал + ха ф Ала + Ма = 2. 


А. 22, + бт, + та + 3 = 2, 
Ал + 6z, + $ту + 5z, = 4, 
Азу + 1423 + та + Tz, = 4 
Эл, — Зз, + Зла + Ма = 7. 


[ria 2er áz = 5, 
4m — 2х + бхз + ба, = 7, 
ба — Зла + 724 + Ва = 9, 
zr, — ба + 92, + 102, = И. 
716. 2, + 32, + га + 25, = 8, 
да, + ба, + Зз 1 do, 
65 + Miche base 
8x, + 122, + Tzs + Ма = 9. 
717. м + RUN <= 
тү + м. х= 
a+ zat Ats = 1. 


Ше 


+ n=l, 
т + 2, + А + ad, 
+ + +=. 


719. d + X) z, + 1, +. 
a+ +N ха - 2 
па ЕТУ 
720. (% + 1) 2) + за + та 
зу + A + 1) 1 + а 
3c r.c + 1) zs 
Investigar los sistemas de ecuaciones y hallar la solución general 
en función de los valores de los parámetros que figuran en los cuefi- 
cientes: 
721. z+ y+ з= d, 722.ах+ y+ 2=1, 
ах + by+ с = d, a+by+ i-i 
аза + Dy + сш =. a+ y+a=1. 
¿En qué caso pueden existir aquí valores nulos de algunas de las 
incógnitas? 
728". ах + у + с=а, 
2 + у + 2=b, 
Бус. 
Hallar la solución general y el sistema fundamental (o el prin- 
cipal) de soluciones para los sistemas de ecuaciones: 
1724. j 


727. За, + 5r, + 223 = 0, 
de, + Та, + 5л, = 0, 
а + 28 — кы 
2x, + 92, + 673 = 0. 
728. бау — 2,1 22, + 5ш, 
9r, — 32,4: 453 + 
6z, — 25- 62; + 7. 


+ 72 
+ 95 


0, 
ad љ= 0, 
Ba — zi бло + Ата — за == 0. 


731. Ба Y бе, — 22, + 7. 1% tin 
21 + du. — xac Ала + 2 
Ta, + Әла — За; + 5л, + ба, 
Ба + 9х. — Эл, + 2, + бту = 0. 
732. За, + Ала + ла + 2z, + m. = 0. 
Ба + Tr, + ла + 3r, + Фа, = 0 
А + 5r, + 2r, + 2, + ӧзу = 0, 
72, + 102, + zs + бх: т Oz, = 0. 

733. Demostrar que para cualquier sistema homogéneo de ecua- 
ciones lincales de cocficientes racionales (por ejemplo, enteros) pue- 
de construirse un sistema fundamental de números enteros de solu- 
ciones (a condición de quo el rango de la matriz de los coeficientes es 
inferior al número de las incógnitas). 

734. Demostrar que para el sistema de ecuaciones 


eS a) 


de rango r < n cualesquiera n — r soluciones linealmente indepen- 
dientes 
Oys Gage +. o бм, 
an ба + 
Anar, 19 An. 
forman un sistema fundamental de soluciones y la solución general 
puede representarse en la siguiente forma 


== Lo (01, 2, о. 1) 


donde су, са, ...› си-„ Son parámetros arbitrarios. En otras pala- 
8, demostrar que para cualesquiera valores de Jos parámetros су, 

. сът las fórmulas (2) dan la solución del sistema (1) y cual- 
EUR solución del sistema (1) puede obtenerse de las fórmulas (2), 
siendo adecuados los valores de los parámetros су, са, .. ., су. 

Para los siguientes sistemas de ecuaciones hallar la solución 
general tipo (2) del problema anterior, en el que cada incógnita se 
da mediante una expresión lineal homogénea de los parámetros con 
coeficientes enteros: 

735. 22, + ла — йг = 0, 

452, — 72; 


4x, — 5r, — бг; 


736. 2л, — та + Ба + Та, 
— 224 + Ту + 524 

ж — 1, + та — Sr = 0. 
737. 3r, + 22, + Bm, + 22, + Trs 
бн + # + Tas t dee + ЕА 

а + 22, — pa ата 

ба + ára + za + 42, — 13r; = 0. 
738. ба — 2x, + 3 + 4, + 


739. 22 + Та, + h Bn = 0, 
dz, + 4r, + 8; + бл + 41, = 
ж — да, — Зва — 5n — Mars 
Зд + Блу + 729 + 52, + Oz, 


740. Зх, + 42, + Зла + 9r, + Ör, = 0, 
9х, + 87, + Ба + бал, + да = 0, 
Ja, + 8л, + Tz, + 30х, + 152, = 0, 
бт, + бх, + Ar, + Tz, + 5r, = 0. 


741. ¿Forman las filas de cada una de las matrices 
90 —24 43 —50 —5 4 29 =% —8 
a-(* —15 8 5 2), s-(: -12 13 3), 
4 2 9 —-20 —8 9 —15 8 5 2 
un sistema fuhdamental de soluciones para ol sistema de ecuaciones 
За +42, +23 + щ+ ба = 0, 
ба + 9л, + Tz, + Aza + Та, = 0, 
42 + — та — па + Мате 0, 
2, + ба, + 8л, + 5m — 4r, = 0? 
742, ¿Cuáles filas де la matriz 


8 2 3-2 т 
5 3 37 —-6 —4 
з 0-5 6 13 
4 -2 —7 —5 —7 


forman un sistema fundamental de soluciones para el sistema de 
ecuaciones 


РА 


За — 5а, + 82, + 22, + on = 0, 
52, — Sz, + 52, + да, + да =0, 
ж — Tay ns + да, =0, 

ба, — за + 2 + Dx, + 3z = 0 


743". Demostrar que si en la solución general de un sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales de rango г con п incógnitas, donde r < п, 
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en lugar de las incógnitas independientes se ponen рог turno los 
números de cada fila de un determinante de orden n — r, diferente 
de cero, y hallar los correspondientes valores de las demás incógnitas, 
se obtiene un sistema fundamental de soluciones, y viceversa, 
cualquier sistema fundamental de soluciones de dicho sistema 
de ecuaciones puede obtenerse, eligiendo adecuadamente el deter- 
minante de orden n — r, distinto de cero. 
744. Sean las filas de la matriz 


аа 
ал ) 
алара 


que forman un sistema fundamental de soluciones do un sistema homo- 
géneo de ocuaciones lineales de rango г con п incógnitas (з = r + р). 
Demostrar que las filas de la matriz 


Ва ва --> bin 
| ед б, ) 
= \Ва Врз .-- Вра / 


forman también un sistema fundamental де solucioné£ del mismo 
sistoma do ecuaciones cuando, y sólo cuando, oxiste una matriz re- 
gular de orden р 


Va Yrs + Tip 
C=|Ya Хө + зр 
NYp1 Ура +-+- ТРР 
tal que 
= van AN 


Haciendo uso de la multiplicación matricial, estas igualdades pueden 
escribirse mediante una: 8 = СА. 

745. Mostrar que el problema 743 es un caso particular del pro- 
blema 744. 

746, Demostrar que si el rango de un sistema homogóneo de еспа- 
ciones lineales os inferior en una unidad а la cantidad de incógnitas, 
cualesquiera dos soluciones de cse sistema son proporcionales, es 
decir, se diferencian sólo por un factor numérico (que puede ser igual 
a cero). 

747. Usando la teoría de los sistemas homogéneos de ecuaciones 
lineales, resolver el problema 509, es decir, demostrar que si ol deter- 
minante D de orden n — 1 es nulo, los cofactores de los elementos 
correspondientes de cualesquiera dos filas (columnas) son propor- 
cionales. 

748*. Demostrar que si en un sistema homogéneo de ecuaciones 
linealos el número de ecuaciones es inferior en una unidad a la can- 
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tidad de incógnitas, puede tomarse como solución un sistema de ше- 
nores, obtenidos de la matriz de coeficientes, borrando por turno la 
primera columna, segunda, cte., con la particularidad de que esos 
menores se cogen con signos alternativos. 

Prosiguiendo, mostrar que si esta solución no es nula, cualquier 
solución se obtiene de ella, multiplicándola por cierto námero. 


"Haciendo uso del resultado anterior, hallar las soluciones genoral 
y particular de los sistemas de ecuaciones: 

749, 5z, + Sz, + Ата = 0, 750. Алу — бг, + 5ш, 

бх, + 522 + база = 0. Gr, — 92; + 1077 

751. 22, + 32, + 523 + Or, 

Эл, + 42, + zs + Tz, 

За + + ла фаха 
752. 8z, — 5r, — бтз + За = 0, 
dr — z; 3, + 2х, = 0, 
127, — 72, — 925 + 5л, = 0. 

753. Demostrar que para que el sistema de ecuaciones lineales 
con el número de ecuaciones que supera eu una unidad la cantidad 
de incógnitas sea compatible, es necesario (pero no es suficiente) 
que el determinanto compuesto de todos los coeficientes de las incóg- 
nitas y los términos independientes sea nulo. Mostrar que esta con- 
dición será también suficiente si el rango de la matriz, formada de 
los coeficientes, os igual al número de las incógnitas. 

754. Supóngamos quo se dan: un sistema de ecuaciones lineales 


0, 


PRT (m1, 2, ..., 8. 
= 


dos soluciones de este sistema ал, ©... ал у ву б»... Pa 
y un número А. Hallar el sistema de ecuaciones lineales con los mis- 
mos coeficientes de las incógnitas, que el sistema dado, que tenga 
la solución en forma de 

а) una suma de soluciones dadas: 


а + ву, са + A ба + Во 


b) un producto de la primera de las soluciones por el número А: 


Аа, May ien Ма 


755. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que bien 
la suma de dos soluciones, o bien el producto de una de ellas por el 
nümoro A 5 1 sea de nuevo la solución del mismo sistema de ecua- 
ciones lineales. 

756. ;Para qué condiciones la combinación lineal dada de cuales- 
quiera soluciones del sistema no homogéneo dado de ecuaciones li- 
neales será de nuevo la solución de ese sistema? 
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757. ¿Qué valores pueden tomar las incógnitas en cualesquiera 
soluciones de un sistema compatible de ecuaciones lineales si las 
columnas de los coeficientes de las incógnitas, a excepción de la 
primera, así como la columna de los términos independientes se di- 
ferencian de dos en dos sólo por los factores numéricos? 

758. ¿Para qué condiciones la incógnita ту tiene un mismo valor 
en cualquier solución de un sistema compatible de ecuaciones lineales? 

759. Hallar las condiciones, necesarias y suficientes para que 
en cualquier solución de un sistema compatible de ecuaciones lineales 
la &-ésima incógnita sea nula. 

760. ¿Para que condiciones on la solución general del sistema de 


ecuaciones 
y + az + bt=0, 
=z + cz + dt = 0, 
ах + cy — et = 0, 
bz + dy +ez=0 
z y t pueden tomarse por incógnitas independientes? 
761, ¿Cuántas condiciones, independientes entre sí, deben cum- 
plirse para que el sistema de s ecuaciones lineales conh incógnitas 
sea compatible y contenga r ecuaciones independientes para las cua- 


les las demás ecuaciones sean su resultado? 
762. ¿Para qué condiciones el sistema de ecuaciones 


z= by+ с: + du +e, 
y = са + du фер + ах, 
z= du фер +ar + ду, 
и = ер + az + dy + 5, 
>= ас + by + с: + аи 


tiene solución no nula? 
763*, ¿Para qué condiciones el sistema de ecuaciones lineales 
con coeficientes reales 


da + ay + bz + ct = 0, 
—az + dy + ha — gt = 0, 
—bz — ћу + + ft = 0, 
=: + gy — + М=0 
tiene solución no nula? 


Aplicando la teoría de las ecuaciones lineales, resolver=los si- 
guientes problemas (se examinan sólo los sistemas cartesianos rec- 
tangulares de coordenadas): 

764. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que los 


tres puntos (zı, ya), (Za, уз) У (Za, Ya) se encuentren en una misma 
recta. 
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765. Escribir la ecuación de una recta que pase a través de dos 
puntos (21, yy) у (ze Uy). 
766. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 


las tres rectas 
а= + ћу + а =0, 
аз + bay + са = 0, 
азд + bay + ca = 0 
atraviesen un mismo punto. 


767. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que n 


puntos del plano (zi уу), (гз, Ya), - ++ (En, Yn) зе encuentren en 
una recta. 


768. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que л 
rectas en el plano 
а= + Ьу +<=0, 


ser o 


о би енд 


pasen a través de un mismo punto. 

769. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que los 
cuatro planos (zi, уп), (za, Ya), (Zar Уз), (га; Ya) que no yacen en una 
misma recta, se encuentren en una misma circunferencia. 

770. Escribir la ecuación de una circunferencia que pasa por tros 
Pinter (а, Yi)» (En Ya), (га Ya) quo no yacon еп una misma recta. 

. Escribir la ecuación de una circunferencia que pasa por tres 
EEG `@, 2), (1, —2), (0, —1) y hallar su centro y radio. 

772*. Demostrar que la circunferencia que pasa por tres puntos 
соп coordénadas racionales, tiene su centro en un punto tambión 
con coordenadas racionales. 


718. Escribir la ecuación de una curva de segundo orden que 
atraviesa cinco puntos: 


[EE 

774. Hallar la ecuación y definir la forma de la curva de segundo 

orden que pasa por cinco puntos: 
2. 2 2 

(3, 0), (3, 0), (5.65), (5, —6 5) (—5, –6-). 

775. Escribir la ecuación y definir la posición y las dimensiones 
de la curva de segundo orden que atraviesa cinco puntos: 

(0, 1), (+2, 0), (+1, —1). 


776. Hallar la condición necesaria y suficiente para que los 


cuatro puntos (zi, Ya, 2), (Ta Yo 22), (гз, Уз, 23) Y (Las Vas 24) 
estén en un mismo plano. 
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777. Escribir la ecuación de un plano que atraviesa tres puntos 
(4, 4, 1), @ 3, —1), (3, —1, —1). 


778. Hallar las condiciones necesarias y suficiontes para que los 
cuatro planos 


аг + biy + са Фа = 0, 
аза + bay + са + d, = 0, 
a,r + Бу + суз + d, = 0, 
ах + bay +e +d = 0 


pasen por un mismo punto. 

779. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que n 
planos az + biy + са + d, = 0 (i = 1, 2, . . ., n) pasen por una 
misma línea, sin unirse en un plano. 

780. Escribir la ecuación de una esfera que pasa porcuatro pun- 
tos (д, Up 21), (5а, Уз fh (Las Уз, 2з), (Lar Vas 24) que no están 
en un mismo plano. 

781. Escribir la ecuación y hallar el centro y el radio de la esfera 

ue pasa por los puntos: (f, 4, 1), (1, 1, —1), (1, —1, 1), 
—1, 0, 0). D 

762: ¿Qué sistema de ecuaciones linenles prelija'“tres divorsas 
rectas en un plano que pasan a través de un punto? 

783. ¿Qué sistema de ecuaciones lineales prefija tres rectas en 
el plano que forman un triángulo? 

784. ¿Qué sistema de ecuaciones lineales prefija tres planos del 
espacio que no poseen puntos comunes pero se intersecan de dos 
en dos? 

785. ¿Qué sistema de ecuaciones lineales prefija cuatro planos 
en el espacio que forman un tetraedro? 

786. Señalar la interpretación geométrica de un sistema de cuatro 
ecuaciones lineales con tres incógnitas en el cual los rangos de todas 
las matrices, formadas de los coeficientes de las incógnitas de las 
tres ecuaciones y el rango de la matriz ampliada son iguales a tres? 

787. Examinar todos los casos posibles que se encuentran al 
resolver los sistemas de ecuaciones lineales con dos y tres incógnitas, 
y en cada caso dar la interpretación geométrica de dicho sistema de 
ecuaciones. 
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MATRICES Y FORMAS CUADRÁTICAS 


$ 12. Operaciones con las matrices 
Calcular los productos de las matrices: 
788. (3 —2) (34 789. (a (ap 
6) (25)- (са) (16). 


790. /1 —3 27 /256 791. (58 — (3 25 
( zii. (59 ==). (5 -15) 
—53/ M 3 2, 473) lo 65, 

9 


то | а 27 —18 10 
(s 26 DTE E! -5). 
Aut 50 — 44%, 8 2 1 


798. 1 ут 234 
( 4 (5 03 ) 
= ) 5 430)- 

46 —it —i5 14/ V2 298 


Calcular las expresiones: 
799. ü Lu 800. 
3 А 


802. [mo * 
sena са. 


803. / оу» 
м 


donde los ceros significan que todos los elementos de la matriz que 
se encuentran fuera de la diagonal principal son nulos. 


804. 21 
Ey 9 
806. yit вот. 4100 = 
01 0110 
00 0011 * 
ооо. оооо... 04 


(el orden de dicha matriz es igual а л). 


808. Calcular (17 7,3)”, utilizando la igualdad 


(ЈЕ (57) (93) (T5 —2)- 


4 3 -=8' 
809. Calcular (s 8 zy , utilizando la igualdad ‘f 


43 —3 азау лос о 2—1 
(2 =2)- (29029 ( t-f =). 
АА —3 342) (001/02 —5 4 

810. Demostrar que si para las matrices А у В ambos productos 
AB y ВА existen con la particularidad de que AB = BA, las ma- 
trices А y В son cuadradas y tienen el mismo orden, 

811. ¿Cómo cambia el producto AB de las matrices A y B si: 

а) se permutan las i-ésima y j-ésima filas de la matriz A? 

b) ala i-ósima fila de la matriz А se le añade Ја J-ósima fila multi- 
plicada por el número с? 

с) se permutan las i-ésima y J-éósima columnas de la matriz 27 

d) a la i-ésima columna de la matriz B se le añade la /-бзіта co- 
lumna multiplicada por el número c? 

812. Haciendo uso del problema anterior y de la constancia dol 
rango durante las transformaciones elementales „(véase el proble- 
ma 615), demostrar que el rango del producto de dos matrices no 
supera el rango de cada uno de los factores. 

813. Demostrar que el rango del producto de varias matrices 
no supera el rango de cada una de las matrices que se multiplican. 

814. Se denomina «huella» de una matriz cuadrada la suma de 
elementos que están en la diagonal principal. Demostrar que la hbo- 
Па do AB es igual a la de ВА. 

815. Demostrar que si А y В son matrices cuadradas de un mismo 
orden con la particularidad de que AB == BA, entonces: 
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a) (А + В) ge А* + 2AB + B*: 
Y) (4 + B) (4 — B) = Аз — B*. 
816. Demostrar que si AB == ВА, entonces 


(А+ BJ — A^ 4- пала во LD anco +... + В". 


Aquí A y B son matrices cuadradas del mismo orden. 

817. Demostrar que cualquier matriz cuadrada А puede repre- 
sentarse, sólo de un modo único, en forma de А = B + C, donde B 
es una matriz simétrica y С, antisimétrica. 

818. Las matrices A y E se denominan conmutativas si AB = BA. 
La matriz cuadrada А se llama escalar si todos sus elementos que se 
encuentran fuera de la diagonal principal, son nulos, y los elementos 
de la diagonal principal son iguales entre sí, o sea, si A = сЁ, donde с 
es un número y £ os la matriz unidad. Demostrar la afirmación: 
para que la matriz cuadrada A sea conmutativa con todas las matrices 
cuadradas del mismo orden, es necesario y suficiente que la matriz A 
sea escalar. 

819. La matriz cuadrada se denomina diagonal si todos sus ele- 
mentos que están fuera de la diagonal principal son nulos. Demostrar 
la afirmación: para que la matriz cuadrada А sea conmutativa con 
todas las matrices diagonales es necesario y suficiente que la propia 
matriz A seo diagonal. 

820. Demostrar que si А es una matriz diagonal y todos los ele- 
mentos de su diagonal principal se diferencian entre sí, cualquier 
matriz, conmutativa соп A, también es diagonal. 

821. Demostrar que al multiplicar la matriz A a la izquierda por 
upa mata diagonal B = (A, Аз, .. . ôn), se origina Ја multi- 
plicación de las filas de A por Ay, Az, -= ++ An, respectivamente, y al 
multiplicar a la derecha A por В, se origina una variación análoga 
de Jas columnas. 

Hallar todas las matrices, conmutativas con la matriz: 


822. ü 2) 823. (5 20) 824. (310 

34) – 031]. 

n 0 8, 
825. (0100, 
0010 
9001]* 
0000 


826. Hallar todos los números с que, al multiplicar la matriz 
regular А por los mismos, no cambian su determinante, 
827. Hallar el valor del polinomio f (z) = 32? — 2z + 5 de la 


matriz 
1-23 
а- (2 4 j. 
3 —5 2, 


104 


828. Hallar el valor del polinomio f (2) = 2? — 72° + 132: — 5 


de la matriz 
52 —3) 
а-( з =). 
22-1 


829. Demostrar que la matriz A= (г 8) satisface la ecuación 


aè — (a +d) z + ad — be = 


830*. Demostrar que para cualquier matriz cuadrada А existe 
un polinomio f (2), distinto de cero y tal que f (А) = 0, con la parti- 
cularidad de que todo polinomio de este tipo se divide por uno de 
ellos que se detormina unívocamente por la condición do que su coe- 
ficiente mayor es igual a la unidad (éste se denomina polinomio mí- 
nimo de la matriz А). 

831*. Demostrar que la igualdad AB — ВА = Е по se cumple 
para ninguna de las semejantes matrices A y B. 

832. Hallar todas las matrices do segundo orden, cuyo cuadrado 
es igual a la matriz nula, 

833*. Sean А una matriz de segundo orden y Æ un qýmero entero 
superior a dos. Demostrar que A* = 0 si, y sólo si, A*; 0. 

834. Hallar todas las matrices do segundo orden, cuyos cuadra- 
dos son iguales a la matriz unidad. 

835. Investigar la ecuación AX == 0, dondo А es la matriz dada 
de segundo orden y X es la buscada del mismo orden. 

Hallar las matrices inversas para las siguientes matrices: 

836. (5 2 837. (24 838. ІН 

34)• 57) са 


839. (ets 840. /2 5 7 
sna сова) (• 3 i). 
5 —2 —3, 
841. (3—4 5 842. (273 843. (1 2 2 
2—3 1). (33). ( 1-2). 
3 —5 —. 153, 2—2 4 
844. (11 1 1 845. /12 
EI 23 
ч ac] 11 
det —1 1 10 
846. 847. /1 
D 
3 ° 
aoo... d 900... 1 
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848. 849. 


1 
а 
° 


sao 


в 
° 
1 

a 


»ozo 
оооо 


0 
[] 
о 
о 


o 
0909... 21 
(ol orden do la matris es n-+4). 


850. 
851. ` 852. 
853. ia 1 
55. 4 
3 1 
1 . 
Qe Я 


856. Mostrar que el cálculo de la matriz inversa де la dada de 
orden n puedo reducirse а la solución de m sistemas де ecuaciones 
lineales, cada uno de los cuales contiene n ecuaciones con n incógni- 
tas y en calidad de la matriz de los coeficientes de las incógnitas 
tiene Ја matriz А. 

Utilizando ol método del: problema 856, hallar las matrices in- 
versas para las siguientes matrices: 


857. (33 —4 —3 858". 
E ва. ) 
5 " 


54 2 1 
23 3 2 


"od 
аа tem, 


a-(n—i)h a ah +@—®)5 аа) 


859. ( a ah ath 
wA ` atah aj 3h 


a 
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860*. 1 
ea 
вну 


Е) , 


Pam 
donde e=cos HL + i sen HE. 


Resolver las ecuaciones matriciales: 


эй. (12). x= (19). 
аз, (52) (52 


1 2—3 
864. Е 2 -i)x- 
21 0 


5 3 4 
865. x( 1-3 A) 
—5 2 1 
2 —31 97 
866. ( —5 )х( 1 
11 
2-3 23 
867. )x- (15) 


вө. (88) (11). 


000... 1 000... 4 

872. ¿Cómo varía la matriz inversa А“! si en la matriz A dada: 

a) so pormutan la i-ósima y j-ésima filas? 

b) la :-ésima fila se multiplica por el número c, distinto de cero? 

c) а la ¿-ésima fila se lo añado la f-ésima, multiplicada рог ol 
número c о se efectúa una transformación análoga de las columnas? 

873. Una matriz cuadrada de númoros enteros se denomina uní- 
modular si su determinante es igual a -+1. Demostrar que la matriz 
de números enteros tieno una matriz inversa de números enteros 
cuando, y sólo cuando, la matriz dada es unimodular. 

874. Demostrar que la ecuación matricial AX == В es resolublo 
si, y sólo si, el rango de la matriz А es igual al de la matriz (4, B) 
que se obtiene de А, afiadiendole a la derecha la matriz B. 

875. Mostrar que la ecuación matricial AX = 0, donde A es 
una matriz даай, tiene la solución no nula cuando, y sólo cuan- 
do, | A | =0. 
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876. Sean A у B matrices regulares de un mismo orden. Mostrar 
que las cuatro igualdades: 


АВ = ВА, AB- = ВОЈА, A7B = ВА, 
ABA = ВЗА 
son equivalentes entre sí. 

7. Sean A una matriz cuadrada y / (z) y g (т) cualesquiera po- 
linomios. Mostrar que las matrices f (А) у g (А) son conmutatives, 
o sea, f (А) (А) = g (А) f (А). 

878. Sean А una matriz cuadrada y r (z) = - Z). una función 


racional con respecto a т. Mostrar que el valor г (А) de la función 
r (2) para х = А se determina unívocamente si, y sólo si, | g (4) | = 
20. 


879. Hallar la matriz А", inversa de la matriz А = (8%), 


donde Ё, у E, son matrices unidades de órdenes k y 1, respectiva- 
mente, U és una matriz (К, 2) arbitraria (o sea, una matriz de k filas 
y l columnas), mientras que todos los demás elementos son nulos. 

880. Se denomina k-ésima serie antisimétrica de orden n la matriz 
cuadrada H, == (ћ,;) de orden n, cuyos elementos se determinan me- 
diante las igualdades 


ћу = {1 para j — i = k, (k = +1, +2, ..., +(n — 1). 
{0 para ј — 1 


Mostrar que Ht = Hy, Hh, — Hm si k= 1,2,.. „п — di H} = HS 
= 0, si k> n. 

881. ¿Cómo varía la matriz A al multiplicarla а la izquierda o a 
la derechà рог la matriz И, o H., del problema anterior? 

882. Mostrar que la operación de transponer una matriz posee 
las propiedades: 


k a) (A + Ву = А' + ВЗ Ъ)(АВ)' = ВАЗ 
с) (cA) = сА'; 4) (47у = (497, 

donde c es un número y A y B son matrices. 

883. Demostrar que si A y B son matrices cuadradas simétricas 
del mismo orden, la matriz C = ABAB ... ABA es simétrica. 

884. Mostrar que: 

a) una matriz inversa de una simétrica regular es simétrica; 

b) una matriz inversa de una antisimétrica regular es antisimé- 
trica. 

885. Mostrar que para cualquier matriz B la matriz A = BB' 
es simétrica. 

886. Sea A* — A’ la matriz obtenida de A, transponiéndola y 
sustituyendo todos los elementos por números complejos conjugados. 
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Mostrar que: 
a) (4 + В) = A* 48% b) (4B)* = B*A*; 
с) (сА)* =24*; d) (47)* = (447, 


donde c es un número y А у В son matrices, sobre las cuales ке efec- 
túa la correspondiente operación. 

887. La matriz A se denomina hermitiana si A* = A. Mostrar 
que para cualquier matriz B con elementos reales o complejos la 
matriz А = B-B* es hermitiana. 

888. Mostrar que el producto de dos matrices simétricas será 
una matriz simótrica cuando, y sólo cuando, dichas matrices son 
conmutativas. 

889. Mostrar que el producto de dos matrices anlisimétricas 
será una matriz simétrica si, y sólo si, las matrices dadas son conmu- 
tativas, 

890*. Demostrar que el producto de dos matrices antisimótricas A 
y B será una matriz antisimétrica cuando, y sólo cuando, АВ = —BA. 

Citar algunos ejemplos de matrices antisimétricas quo satis- 
facon la condición AB 5,—BA. 

891. La matriz cuadrada А = (а) de orden n se denomina orto- 
gonal si AA” = E, donde Е es una matriz unidad. Mostrar quo рага 
que la matriz cuadrada A sea ortogonal es necesario y suficiente cual- 
quiera de las siguientes condicionos: 1 

а) las columnas de A forman un sistema ortonormalizado, es decir, 


4,04; = 81р 
2 ida; = 91). 


donde 6,yes el símbolo de Kronecker que significa 1 para i = j y 0 
рага {5}, 
b) las filas de А forman un sistema ortonormalizado, o sea, 


акау == бу. 
à ik jy = 94). 


892. La matriz cuadrada A = (aij) de orden n con elementos com- 
plejos o reales se denomina unitaria si AA* = E (ol sentido de la 
designación de A* es el mismo que on el problema 886). Mostrar que 
para que la matriz cuadrada А sea unitaria ев necesario y suficiente 
cualquiera до las siguientes condiciones: 


а) Ў амау= б 
^et (8, es el símbolo de Kronecker). 


5 2202 =8u 


893. Demostrar que el determinante de una matriz ortogonal 
es igual а ==. 

894. Demostrar que el determinante de una matriz unitaria es 
igual, según el módulo, a la unidad. 

895. Domostrar que si la matriz ortogonal A tiene en la diagonal 
principal células cuadradas А, Az, » . . А, y coros por un lado de 
esas célula, entonces todos los elementos por otro lado de ellas tam- 
bién ¿on nulos y todas las matrices Ay, As, . . - А, son ortogonales. 

896, Demostrar que para que la matriz cuadrada А sea ortogonal 
es necesario y suficiente que su determinante sea igual a +1 y cada 
uno de sus olementos sea igual a su cofactor, tomado con su signo 
si | А | = 1 y con el signo opuesto, si | A | = —1. 

897*. Demostrar que la matriz cuadrada real A de orden n > 8 
será ortogonal si cada uno de sus elementos es igual a su cofactor y 
por lo menos uno de sus elementos es distinto de cero. 

898*, Demostrar que la matriz cuadrada real A de orden n > 3 
será ortogonal si cada uno de sus elementos es igual a su cofactor 
tomado con signo opuesto, y por lo menos uno de sus elementos se 
diferencia de cero. 

899*. Demostrar que la suma de los cuadrados de todos los me- 
nores de segundo orden que yacen en dos filas (o columnas) de una 
matriz ortogonal, es igual a la unidad. 

900*. Demostrar que la suma de los cuadrados de los módulos 
de todos los menores de segundo orden que yacen en dos filas (o co- 
lumnas) de una matriz unitaria, es igual a la unidad. 

901*. Demostrar que la suma de los cuadrados de todos los 
menores de orden k que yacen en cualesquiera l filas (columnas) 
de una matriz ortogonal, es igual a la unidad. 

902*. Demostrar que la suma de los cuadrados de los módulos 
de todos los menores de orden /: que yacen en cualesquiera К filas 
(columnas) do una matriz unitaria, es igual a la unidad. 

903*. Demostrar que un menor de cualquier orden de una matriz 
ortogonal А es igual а su cofactor tomado con su signo si | A | == 1 
y con signo opuesto si | A |  —1. 

904*. Sean А una matriz unitaria, M su menor de cualquier or- 
den, MA el cofactor del menor M en la matriz A. Demostrar que 
МА = 1А |. M, dondo M ез un número conjugado con M. 

'905. ¿En qué condiciones la matriz diagonal será ortogonal? 

906. ¿En qué condiciones la matriz diagonal será unitaria? 

907. Comprobar que cualquiera de las tres propiedades de la 
matriz cuadrada: la de ser real, ortogonal y unitaria, so desprenden 
de Jas otras dos. 

908. Una matriz cuadrada 7 se denomina involutiva si 1? = Е. 
Mostrar que cada una de las tres propiedades de la matriz cuadrada: 
la de ser simétrica, ortogonal e involutiva, se desprende de las otras 
dos. 
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909. Comprobar que las matrices 
а) ү 1/8 —28 —2/0v Ьу? 4/2 412 4/2 
( з 1/8 ча); [5 12 —12 = | 


2/3 —2/8 1/8, 112 —12 1/2 —1/2 
4/2 —1/2 1/2 1/2 
poseen todas las tres propiedades del problema anterior. 

910. La matriz cuadrada P se denomina idempotente si P? = Р. 
Mostrar que si P es idempotente, / = 2P — E es involvtiva, y vice- 
versa, si / es involutiva, P = 1/, (1 + E) es idempotento. 

911. Demostrar que: 

а) el producto de dos matrices ortogonales será una matriz orto- 

onal; 
Ја b) la matriz inversa de la matriz ortogonal es ortogonal. 

912. Demostrar que: 

a) el producto de dos matrices unitarias será una matriz unita- 
ria; 

b) una matriz, inversa de la matriz unitaria, es unitaria. 

913*. Al menor de la matriz А el cual se encuentra en la inter- 
sección do las filas con números ly, iy, - . . ip y las columnas con 


números Ја, Jar ... Jn lo designaremos por А (f: "je 


Demostrar la validez de la siguiente expresión do los menores dol 
producto C — AJ dc dos matrices mediante los menores de las matri- 
ces que se multiplican: 


e(t la in) a 
Bi das een Тр 
ir da > Li kis kas see, k 
= 2 A (1 to Ip) g (kw Ка » Бр 
a еМ >) В (и 4 | 
ір <<... < jp) 


si p no supera ni la cantidad de columnas de la matriz А, ni la can- 
tidad de filas de la matriz В. En caso controrio, todos los menores 
de orden p de la matriz C son nulos. 

914. Utilizando el problema anterior demostrar quo el rango del 
producto de dos matrices no supera el rango de cada uno de los fac- 
tores. 

915*, Demostrar que al multiplicar la matriz A a la izquierda o a 
la derecha por una matriz regular, su rango no varía. 

916. El menor que está en la intersección de las filas y columnas 
con los mismos números se denomina menor principal de la matriz А. 
Mostrar que si todos los elementos de la matriz 8 son reales, todos 
los menores principales de A = BB" son no negativos. — \ 

917. Mostrar que para cualquier matriz B con elementos"reales 
о complejos todos los menores principales de Ја matriz А = ВВ* 
son no negativos. Aquí B* = B’. 

918. Mostrar que si en las designaciones del problema anterior 
А = ВВ", el rango do A es igual al rango de В. 
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919. Demostrar que la suma de los menores principales de orden k 
de la matriz AA” es igual a la suma de los cuadrados do todos los 
menores de orden k de la matriz A. 

920%. Demostrar que para cualesquiera matrices cuadradas А 
y В de orden п la suma de todos los menores principales de dicho 
Orden k (1 < k < n) es igual para las matrices AB у ВА. 

921*, Sean А una matriz real de orden л, В y С las matrices de 
las primeras k columnas y las últimas n — k de A. Demostrar que 
14? | & | BB |-(C'C |. 

922*. Sea А = (В, C) una matriz real (el sentido del símbolo 
(В, 9. se da en el problema 874). Demostrar que | A'A |< | 8'В |х 
х 1C'C |. 

923*. Sea А = (a;;) una matriz cuadrada real de orden n. De- 
mostrar la desigualdad de Hadamard: 


e 
1A f |] 2 at. 
aci i 


924*. Demostrar quo para cualquier matriz rectangular roal 
А = (aij) de n filas y m columnas se cumple la dosigualdad 
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925". Sea А = (B, C) una matriz de olementos complejos. De- 
mostrar que | A*-À |  1B*-B |-|C*-C |. 

926% Sea А == (ау) una matriz cuadrada de orden п de elementos 
complejos que no superan, según el módulo, el númoro M. Demostrar 
que el módulo del determinante | А | no supera A? «n^», con la par- 
ticularidad de que esta estimación es precisa, 

927*. Mostrar que cada una de las transformaciones elementales 
e la matriz А, es decir, la transformación де uno de los siguientes 
tipos: 

а) permutación de dos filas (columnas); 

b) multiplicación de una fila (columna) por un númoro c dife- 
ronte de cero; 

c) adición de una fila (columna) multiplicada por cualquier nú- 
mero с, a otra fila (columna); puede obtenerse multiplicando la matriz 
А ala izquierda por cierta matriz singular P con el fin de transformar 
las filas, y а la derecha para transformar las columnas. Hallar el 
aspecto de esas matrices. 

928*. Una matriz cuadrada se denomina triangular si todos sus 
elementos que están por un lado de la diagonal principal, son nulos. 
Mostrar quo cualquier matriz cuadrada puede representarse en forma 
de un producto de varias matrices triangulares. 

929* Mostrar que cualquier matriz A de rango r puedo reprc- 
sentarse en forma de un producto А = PRQ, donde P у 0 son matrices 
regulares y R es una matriz rectangular de las mismas dimensiones 
que А, en cuya diagonal principal los primeros r elementos son igua- 


и? 


los a la unidad, mientras que todos los demás elementos son nulos. 

930*. Sean А una matriz de dimensiones m X n y de rango r, 
Р = (pj) una matriz de dimensiones з Х т, en la cual pu = p 
=... = pan == 1, y todos los demás elementos son ceros, 0 

una matriz de dimensiones n X f, en la cual gu = ду; = 

=... = qu = 1 y todos los demás elementos son coros. Demostrar 
las desigualdades: 

а) el rango de РА > k + 7 — m 

b) ol rango de AQ > l + r — n; 

с) el rango de РАД >k + Lr — m — n. 

931% Designemos el rango de la matriz A por r4. Demostrar que 
para el rango del producto АВ de dos matrices cuadradas А y В 
de orden n tione Jugar la siguiente desigualdad: 


TA тр п гар ЖОГА, Tn (desigualdad de Sylvester). 


932. Mostrar que para el rango del producto AB de las matrices 
rectangulares A у В tiene lugar la desigualdad do Sylvester del 
problema anterior a condición de que n significa el número de colum- 
nas de la matriz A y ol númoro de filas de la matriz В. 

933*. Mostrar que cualquier matriz regular А puélfe reducirse 
а una matriz unidad Æ mediante las transformaciones clemontales 
sólo de las filas (о sólo de las columnas). Si las transformaciones olo- 
mentales que se ejecutaron sobre A, se aplican en el mismo orden'a la 
matriz unitaria Æ, obtendremos como resultado una matriz A-', 
inversa de А. 


Utilizando el método del problema anterior, hallar las matrices 
inversas para las siguientes matrices (para comodidad do los cálculos, 
añadir a dicha matriz А a la derecha una matriz unidad y efectuar las 
transformaciones elementales de las filas que reducen А а E, sobre 
las filas de toda la matriz escrita): 


934. (12 —1 —2 935. (013 936. (001 —t 
38 0-4 (225). 031 4 
B. T3. 357. 276 —1]* 
38 —1 —6' 1221 


937. Haciondo uso del método del problema 933, hallar las ma- 
tricos inversas para las matrices de los problemas 844, 846, 848, 849, 


938*, Demostrar la afirmación: 


Para que la matriz A de m filas y n columnas tenga el rango igual 
a la unidad, es necesario y suficiente que А se represonto en forma do 
А = BC, donde В es una columna no nula de longitud m, C la fila 
no nula de longitud n. 


939* Demostrar la afirmaci 


Para que la matriz A de m filas y п columnas tenga ol rango r, 
es necesario y suficiente que А se represente de la siguiente forma: 
А = BC, donde B es la matriz de m filas y r columnas linealmente 
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independientes у C, una matriz de r filas linealmente independientes 
y п columnas. 

940. Mostrar que si A y В son matrices cuadradas de orden л 
у AB = 0, entonces r4 + rg <n, con la particularidad de que 
para cualquier matriz dada A puede elegirso la matriz B de modo que 
sea r4 + тв = k, donde k es cualquier número entero que satisface 
la condición r4 S k « n. 

941*. Mostrar que si A es una matriz cuadrada de orden n, para 
la cual А? = E, entonces г g. 4 + EA = n. 

942. Dos matrices de nümeros enteros se denominan equivalentes 
si до una do ellas se puede pasar a la otra mediante unas transforma- 
ciones elementales de nümeros enteros, es decir, mediante transfor- 
maciones de los siguientes tipos: 

a) permutación de dos fila: 

b) multiplicación de una fila por —1; 

c) adición de una fila multiplicada por un número entero c a 
otra, y transformaciones análogas para las columnas. Demostrar que 
Jas matrices А y В son equivalentes cuando, у sólo cuando, В = РАО, 
donde P y Qson matrices unimodulares cuadradas de nümeros enteros. 

943*. Una matriz rectangular de nümeros enteros A se denomina 
normal si sus elementos ауу, das, ..  d,, зоп positivos, а se divide 
рог ара, л (È == 1, 3, . . „, r) y Јов elementos restantes son nulos. 
Mostrar que cada matriz de números enteros es equivalente a una, 
y sólo a una, matriz normal; en otras palabras, cada clase de matrices 
de nümeros enteros, equivalentes entre sí, tiene una matriz normal 
y, además, sólo una. 

, 944*. Demostrar quo cada matriz regular de números enteros 4 
puede ropresentarse en forma de А = PR, donde P es una matriz 
unimodular de nümeros enteros y R, una matriz triangular de пй- 
meros enteros, cuyos elementos en la diagonal principal son posi- 
tivos, más abajo de ésta son nulos y más arriba de ella son no nega- 
tivos y menores que los elementos dé-la diagonal principal de la 
misma columna, con la particularidad de que dicha representación 
es única. 

945*. Demostrar que la matriz cuadrada А de orden n y rango 
r puede representarse en forma de А = PR, donde Р os una matriz 
regular y А, una matriz triangular, en la cual los primeros r elemen- 
tos de la diagonal principal son iguales a la unidad y todos los ele- 
mentos que se hallan más abajo de la diagonal principal y todos los 
elementos de las últimas п — r filas son nulos. 

946*. Una matriz cuadrada se denomina superior (inferior) tri- 
angular si todos sus elementos que se encuentran más abajo (respec- 
tivamente, más arriba) de la diagonal principal, son nulos. Mostrar 
que las siguientes operaciones: adición de dos matrices, multíplica- 
ción de yna matriz рог un número, multiplicación de dos matrices 
y paso a la matriz inversa para una matriz regular, aplicadas a las 
matrices superiores (inferiores) triangulares conducen de nuevo a 
una matriz superior (inferior) triangular. 
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947. Una matriz cuadrada se denomina nilpotente si algún grado 
de ella es igual a cero. El mínimo número positivo entero К, para el 
cual А“ = 0, se denomina índice del carácter nilpotente de la matriz А. 
Mostrar que la matriz triangular es nilpotento si, y sólo si, todos los 
elementos de la diagonal principal son nulos, y el índice del carácter 
nilpotente de la matriz triangular no supera su orden. 

948. Mostrar que la matriz inversa B = (bj) para una matriz 
regular triangular superior (inferior) А = (а) de orden n será de 
nuevo una matriz triangular superior (inferior), con la particulari- 
dad de que los elementos de la diagonal principal de la matriz B 


se determinan mediante las igualdades: bj, = = @=1,2,...п) 


y los demás elementos se encuentran de las relaciones recurrentes: 


a) para los elementos de la ¿-ósima fila de la matriz triangular 
superior 


Бу=—-——— (к=!+1,:+2,..., п 


b) para los elementos de la К-бзїта columna de la pyatriz trian- 
gular inferior 


E 
— Ў ón 
ё 

an 


bu (mm 41, К+ 2, „п. п). 


Es cómodo utilizar estas fórmulas para calcular las matrices їп- 
versas de las triangulares. 


949". Sea А una matriz cuadrada de orden n y rango r con la 
particularidad de que 


d,—A (5 » Sis К) 0 (1, 2,..., 0. “у 


Demostrar que para estas condiciones la matriz A puede герге- 
sentarse en forma de un producto 


A = BC, 2) 


dondo B = (b) es una matriz triangular inferior y C = (суу), una 
matriz triangular superior (la definición de las matrices triangularos 
inferior y superior se ha dado en el problema 946). 

А los primeros r elementos diagonales de las matrices B у C se 
les puede dar cualesquiera valores que satisfacen las condigiones 


Danna 920. (Е=1,2‚...,т; do d). (3) 

Dados los primeros г elementos diagonales de las matrices В 

y С se determinan unívocamente los demás elementos de las primeras 
r columnas de la matriz B y las primeras r filas de la matriz C, con 
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la particularidad de que esos elementos se dan por las fórmulas 


(4) 


=к+1,®+2, ‚җЁ=1,2,..., 1). 

En caso де г < п en las últimas n — г columnas де la matriz В 
todos los elementos pueden tomarse iguales a cero y en las últimas 
n — r filas de la matriz С los elementos pueden tomarse arbitrarios, 
o, viceversa, en las últimas п — r columnas de la matriz В, conside- 
rarse arbitrarios y en las últimas n — r filas de la matriz C todos los 
elementos pueden tomarse iguales a cero. 

Los elementos arbitrarios no infringen la igualdad (2). Se les 
puede elegir de modo que se conserve el aspecto triangular do las 
matrices 8 y C. 

950. Mostrar que la representación (2) del problema anterior puo- 
de hallarse del siguiente modo: los primeros r elementos en la dia- 
попа! principal de las matrices B y С se eligen do modo arbitrario pero 
dobon satisfacer las condiciones (3) y los demás elementos de las pri- 
meras r columnas de B y las primeras r filas de C se calculan con ayu- 
da de las relaciones recurrentes: 

me 
а У) Discjn 


bn —— E (=k+1,k42,.. ni k=4,2, .... 1) 


сп — GE (К=1+1,1+2,...,п1=1,2,...,г). 


Estas fórmulas pormiten hallar al principio la primera columna 
de В y la primera fila de C, luego, en general, sabiendo las k — 1 
columnas de В y las k — 1 filas de C, hallar la &-ésima columna de B 
y la k-ésima fila de C. 

951*. Demostrar que cualquier matriz simétrica А = (a;j) de 
orden n y rango r que satistace las condiciones (1) del problema 
949, puede representarse en forma de A — BB', dondo B es la matriz 
triangular inforior, cuyos elementos de las últimas n — г columnas 
son nulos, y los elementos de las primeras r columnas se determinan 
mediante Jas fórmulas 

d, hok cy 
4 2 .... ki, k 

г 

952. La matriz A se denomina celular (о en bloques) si sus ele- 
mentos están distribuidos mediante una o varias líneas horizontales 
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[ES (=k,k44,... ni bm 2 Luar). 


y verticales por las células (bloques) rectangulares. Estas células las 
designaremos por 4; donde i es el número de la fila celular y j, 
el número de la columna celular. Mostrar que la multiplicación de 
dos matrices celulares se reduce a la multiplicación de las células, 
consideradas como elementos aislados, cuando, y sólo cuando, la 
división vertical de la primera matriz corresponde a la división ho- 
rizontal de la segunda. A saber: si А == (4;;) es una (m, n)-matriz 
con división de las filas en grupos según ту, та, .... m, y de las 
columnas según m, na, . ... n; y B = (Bu) es una (n, p)-matriz con 
división do las filas en grupos según ла, лу, . . . n, y de las colum- 
паз en grupos según ру, ра, .. Du, entonces AB = C = (Ср) 
será también una matriz colular, con la particularidad de que 


=1,2.....ш). 


: 
Ca= 2 4uBn 0 


Haciendo uso de la rogla señalada de la multiplicación de las 
matrices celulares, hallar las células del producto de las siguientos 
matrices para la subdivisión indicada en células para los factores: 


2131 
- (1123). „4 
2/13 R 


953. Mostrar que para multiplicar dos matrices cuadradas celu" 
lares es suficiente (pero, como muestra el ejemplo del problema ante” 
rior, по es necesario) que las células diagonales sean cuadradas, con 
la particularidad de quo los órdenes de las correspondientes cólulas 
diagonales sean iguales entre sí. 

54*. Mostrar que para realizar la multiplicación celular de 
una matriz celular por sí misma es necesario y suficiente que todas 
sus cólulas diagonales sean cuadradas. 

955. Una matriz celular cuadrada А = (А1) se denomina tri- 
angular-celular si todas sus células en 1а diagonal principal, о sea, 
Аз, Лаз · - s зоп cuadradas y todas los células que se encuentran 
por un lado de la diagonal principal son nulas. Mostrar que si А y B 
son dos matrices triangulares-celulares con los mismos órdenes de las 
correspondientes células diagonales у los сегоз por un lado de Ја 
diagonal, su producto AB también será una matriz triangular-celu- 
lar con Ios mismos órdenes de las células diagonales y los ceros por el 
mismo lado de la diagonal. 

956. Mostrar que una matriz triangular-celular es nilpotente si, 

y sólo si. todas sus células on la diagonal principal son nilpotentes 
la definición del carácter nilpotente se dio on el problema:947). ~ 

957. Sea А = (А,)) una matriz celular con la particularidad do 
quo f es una célula de dimensiones m, x ny (i = 1, 

2, . . . 1). Mostrar que la adición de la j-ésima nén 
picada alai izquierda por una matriz rectangular X de dimensiones 
m, X ту, a la i-ésima fila celular, puede obtenerse, multiplicando А 


“т 


а Ја izquierda por una matriz celular cuadrada regular Р. Así сото 
la adición de Ја j-ésima columna, multiplicada a la derecha por una 
matriz rectangular Y de dimensiones л, X ти, a la ¿ésima columna 
celular, puede obtenerse multiplicando A a la derecha por una matriz 
celular cuadrada regular Q. Hallar la forma de las matrices P y Q. 


95ё;. Sea R= (4 2) una matriz celular, donde А es una matriz 


cuadrada regular de orden n. Demostrar que el rango de R es igual a n 
cuando, y sólo cuando, D = СА-1В. 

959%. Sean А una matriz regular de orden п. B una matriz de 
dimensiones n X q y C una matriz de dimensiones р X n. Demostrar 
que si la matriz celular R = (_4 6) se reduce a la forma de R, = 
= (t 20), transformando de modo elemental las filas con la parti- 
cularidad de que en cada transformación participan bien sólo las 
primeras n filas, o bien a cierta fila de un número suporior a n se lo 
afiade una de las primeras n filas, multiplicada por un nümero, en- 
tonces X = СА-!В. 

960. Sean A una matriz rogular de orden n y £ una matriz unidad 
del mismo orden. Demostrar que sí transformando elementalmente 


la matriz celular (. 25) (como se indicó en el problema anterior) 


se reduco a la forma(4* 58), entonces X = A~. Hallar, aplicando 
, 23 5, 
este método, la matriz, inversa de А -( 2 г), 
344 
961. Supongamos que se da un sistema de ecuaciónes 


аца + аза ++... inn = bu 


con una matriz regular de coeficientes A, B es una columna de tér- 

minos independientes y Æ es una matriz unidad de orden n. 
Mostrar que si una matriz colular (^ „ 5) se reduce mediante las 

transformaciones indicadas en el problema 959 a Ја forma (4: 7), 


la columna X nos da la solución del sistema do ecuaciones dado. 
Resolver con ayuda de este método el sistema: 


&— y+2=7, 
Аж — Зу + 2: 4, 
2r- у + 32 = 13. 


962. Sean А una matriz regular de orden л, B una matriz de di- 
mensiones n X p y E una matriz unidad de orden n. Mostrar que 
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sila matriz ( _ 25) se reduce mediante las transformaciones, indica- 
das en el problema 959, a la forma (es x) la matriz X da la solución 
de la ecuación matricial AX = B. 
Aplicando este método, resolver la ecuación señalada si 
2-7 4-5 
= 1) B= (174) 

963*. Supongamos que todos los pares (і, /) (i 1, 2, .. 
sos mj = 1,2, ..., n) están numerados en un doterminado or- 
den ay, а. жы. Una matriz C = А x В de orden mn, com- 
puesta de los posibles productos de los elementos de las ma- 
trices А у B en ordon adecuado se denomina producto de Kronecker 
(o directo) de dos matrices cuadradas A do orden m y В de orden n. 
А saber, el elemento de Ја matriz С que yace on la i-ésima fila y 
J-ésima columna, se define de este modo: 


в = абыз» donde (in ij) = ол, (ју Ja) = 9. 
Demostrar que: 


a) (A + B) x С = (А x €) + (8B x 0: 
b) A X (B + C) = (А x B) + (А x Cy 
о) (4B) x (CD) = (4 x С) (B x D). 


964*. Se denomina producto directo derecho de las matrices cuadra- 
das А de orden m y B de orden n, la matriz celular А X ‘В = С = 
= (Cu), donde Ciy = aB (i, ‚2,... т). De modo aná- 
logo, se denomina producto directo izquierdo de las mismas matrices 
la matriz celular 47 x В = D = (Di), donde Du = Aby (i, } = 
= 1, 2, .. a n) 

Demostrar que: 

a) los dos productos introducidos son casos particulares del pro- 
ducto de Kronecker, definido en el problema anterior. Hallar el 
orden de Ја numercaión de los pares (i, j) que da los productos di- 
rectos izquierdo y derecho; 

b) АХВ = B'X A; 

c) A x'(B x °С) = (A X 'B) х ^C 

d) si E, es una matriz unidad de orden k, Em X "E, = En X 
X "Em = Emni 

е) si A y B son matrices regulares, (А X °В)-! = A7! x ‘B=. 

Para el producto izquierdo son válidas las propiedades, análogas 
ас), d) y е). ў 

965". Haciendo uso de los dos problemas anteriores, demostrar 
que si A es una matriz de orden m y B, de orden n, entonces | А X 
X B |= |A |" x |B |" (véase el problema 540). 

966*. Sea А = (ап) una matriz cuadrada de orden n. Se deno- 


mina matriz recíproca a A (o adjunta a A) la matriz А = (a;j), donde 
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4j = Ан (i, j= 1, 2. -.., n). En otras palabras, la matriz reci- 
proca a А se obtiene, transponiendo una matriz compuesta de cofac- 
tores de los elementos de la matriz A. 

Demostrar que: 


a) АА = ДА = | A | E, donde E es una matriz unidad; 
b) (4) = |A "24 para n>2, (4) = А рага n = 2. 


iet Т 
967%, Mostrar que (АВ) = В-А, donde А es una matriz reci- 
proca a А, determinada en el precedente problema. 
968*. Se denomina matriz asociada а la matriz cuadrada A de 


orden n una matriz A = (2), donde ау es el menor del elemento a; 
de la matriz A. Demostrar que: 


а) (AB) = АЁ; 


b) (А) = 474 para n 7 2, (А) = A para n = 2. 

969*. Sea А = (a,;) una matriz cuadrada de orden n y suponga- 
mos que todas las combinaciones дө n números 1, 2, .. . n Según p 
de los números Ау < А, <<... < kp, están numeradas en cualquier 
orden од, ба, ..., Uy, donde N = Ср. La matriz Ap = (а у; p) 
es la p-ésima matriz asociada а A compuesta de menores de orden p, 


situados en orden adecuado, a saber: а; p = А (у У Phn 


donde са, es la combinación de у < із... ip; о, la combinación de 
hh. 

¡Demostrar que: 

а) (AB) = ApBp; 

b) (En)» = Ex. donde E, y Ey son matrices unidades de órde- 
nes n y N respectivamente; 

c) si А es una matriz regular, entonces (А-1), = (Ар) 7. 

970. Hallar una numeración de las combinaciones de n nüme- 
тоз 1, 2, .. ., n según p que para una matriz triangular A la matriz 
asociada Ap, definida en el problema anterior, también sea tri- 
angular con ceros por el mismo lado de la diagonal. 

971". Aplicando las propiedades de las matrices asociadas, de- 
mostrar que si А os una matriz cuadrada de orden n, entonces | Ар | = 
= | A [#27 (véase el problema 551). 

972*. Sean A una matriz regular de orden n y В = A”! una matriz 
inversa de A. Demostrar que los menores de cualquier orden de una 
matriz inversa se expresan a través de los menores de la matriz ini- 
cial de la siguiente manera: 


ћу њу 
В (5; њу 
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donde ye ь<. ... X dy junto con i; < 55 Xa, y к< 
zh. junto con Àj < ky  ... — ki, forman un sis- 
uui camilo ed. n. 

973*. Demostrar que la pésima matriz asociada А, (la defini- 
ción se dioen el problema 969) para una matriz ortogonal А es orto- 
gonal de por si. 

974*. Demostrar que la p-ésima matriz asociada Ap para uma 
matriz unitaria А es unitaria de por sí. 


$ 13. Matrices polinomiales 


Reducir a la forma diagonal normal mediante transformaciones. 
elementales las siguientes A-matrices: 
975. (%1 976. (M—1. 5—1 977. ü 0 
(oà): Ai мања) * 045)" 
978. wot o ) 979. у a41 Ма 2л 
о a=): (92: 1 3+). 
» м1 Mi А 
980. / 9  x—x 3+ 981. [A-2 —1,/0 
(e De) nyia), ( 0 4-2 a. 
MBA ARA 35884, 9 о 4-2 
982. (vhs o ђ 983. q M 3) 
° 


a >» |. 
о о(+1ут АБА Аз A, 


984%. Se denominan factores invariantes de la%-matriz A de orden т. 
los polinomios E, (А), Ё, (А), .... En (A), situados en la diagonal 
cipal en la forma diagonal normal de la matriz A. Se denominan 
divisores de los monores de la matriz А los polinomios D, (4), Da Ô), 

«+ Ра (À), donde D, (А) es el máximo divisor común (que se toma 
con el coeficiente mayor igual a la unidad) de los menores de orden k 
de la matriz А, si по todos esos menores son nulos, y Р, (2) = 0 
en caso contrario. Demostrar que La (4) == 0 y D, (%) == 0 para 
k = 1, 2, ..., г, donde r es el ош de la matriz A, mientras que 
Е, O) = D, (0) — 0 para k=r-+41, ..., п. Prosiguiendo, mos- 


trar que E, 0) = пића... r; Do = 1). 


Reducir las siguientes A-matrices a la forma diagonal normal, 
mediante los divisores de los menores, definidos en el problema 984.. 


985. A) 0 o 
( 0 6-2 o ) 
0 о  à-00—2 


986. (^^ 0 о ) 
о 
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987. 


0 (.-2 (4-3) ° ° 0 
o (1) 0-2) (2-5) ° 0 
o o 0-4) 0—3) 0.4) o ^ 
0 0 


(2) (2-3) (2-4) 


0 0 ab? 0 
0 0 0 аа 


«londe й b, с, d son polinomios primos entre sí де dos еп dos con rela- 
«ión a A. 


988. pad о 0 о 
NITÀ °) 


ЦЕО ET donde f(A) y g(À) son polinomios con respec- 
Mo а). 
990. (0 0 fe 
(5 n з). donde f, g, h son polinomios con respecto а А, 
g! 


primos entre sí de dos en dos y que poseen los coeficientes mayores 
iguales a la unidad. 


991. (t 0 0 


T ^ o), donde f, g, h son polinomios con respecto a 2 
gh, 


Лов con coeficientes mayores iguales a Ја unidad, primos entre sí en con- 
Junto, pero no es obligatorio que sean primos entre sí de dos en dos. 
1992. (t 00 


о y o), donde f, g, h son cualesquiera polinomios con 
gh 


respecto 9:4, con los coeficientes mayores iguales a la unidad. 


998. /4100 994. (A100 = 
0x10 0x00 
90411] 0071): 
000% 000% 


995. ¡A=1 0 0 0 
0 ћ— 00 
9 0 4-1 0 |. 
оо о А-1 
1 2 з 45+% 
996. Ata B 1 0 
В Аа 0 1 
(ARE 
0 0 —0 has 
997. [21424416 24 222424417 
( о 3-2 ) 
м—6У+1 2—À 26448 


DBA Һ—1 202—402 


998. /3з—5Һ+2 0 3M6+3 
( m 0 mer). 
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999. 


1]. 
000... ^ 
Aclarar si las siguientes matrices son equivalentes entre sí: 


1000. . 
зы à ai 
a-( 118 24 iu. 
МА: А 2242), 
+1 %—2 4220 
s-( эу атакта). 
—2 4 4 
1001. 


ACERO ЗА— па 2385) M). 
A А] 
n —» 2 M 


3 124-1 322 AN 
-f Aii 3A 3 


ÉS DAM 2D А, 5) 
А= 


0 ла aan 
да At DA A 
1002. 
(шейн DIA IL A 
РРА 


328-5 2M —4%+1 1241 
Зз —34 5% 4-0 2824 td 3—5 
DMI ТА 4 238 — ба -TA— 223 — 84-3 — 

В= (59и 209 —6534--6%—1 23: 
308 —942-1-5A-4-5 239 — 014-81 —2 35 
DEIA RA MA o 

ca n-i n-a) 2 
Бла — 7A 4-8 54—242—3 122444 

1003. La A-matriz se denomina unimodular si su determinante 
es un polinomio de grado cero con respecto a ^, o sea, una constante 
distinta de cero. Hallar la forma diagonal normal de la %-matriz 
unimodular. 

1004. Demostrar que la matriz inversa de A-matriz será À-matriz 
si, y sólo si, la matriz A dada sea unimodular. 

1005*. Demostrar la afirmación: para que dos A-matrices rec- 
tangulares A y B, compuestas cada una de m filas y п columnas, 
sean equivalentes, es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
В = PAQ, donde P у Q son A-matrices unimodulares de órdenes m 
y n, respectivamente. Mostrar que las matrices requeridas P y Q 
pueden encontrarse de la siguiente manera: una vez hallada una serie 
de transformaciones elementales que pasan А en 8, aplicar todas las 
transformaciones de las filas en el mismo orden a la matriz unidad Æ m 
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de orden m, y todas las transformaciones de las columnas еп el mis- 
mo orden a la matriz unidad E, de orden n. 

Para Ја A-matriz A dada hallar, usando el método indicado en el 
problema 1005, las matrices unimodulares P y Q, tales que la matriz 

= РАО tenga una forma diagonal normal (las matrices P y 0 
o se determinan univocamente): 

E 
1006. А- аин M—AMER 
1007. ar TEES FE ) 
У. 445994 ВА 4-5А4-2 БА ВА-4) * 


1008. 
MEDIA A 244 4-333 — 512 4-1 — 1 244-205 — 442: 
-( MMA 22.2 204—235 
MEDI ALA 20А DIA A AASA 


Para las A-matrices A y B dadas hallar las 4-matrices unimodula- 
res Р у Q quo satisfacen la igualdad B = PAQ (matrices P у Q по se 
determinan unívocamente (véase el problema 1005)): 

1009. 

Ac [DM юлы "m eurn иччү 

= (apana separa)? P—(melsimeiai- 
1010. 
же dea 238 4-33 —3). 
-һ Pa 
uen 239—394 A—2 
pa Ps a): 


101. А, 
MHA i Ai м 
a- (кзз 4244 jaa) H 
АМА МА 393—244 
+3 2.42 aa ) 


в-( 404--2 $3--5 —51—2 
AM—TA-8 235 Pru de 
1012. 


A-(2z5—3:—3- 252-5. 20-24 
PA AO 


AHAHA АА ° 
se 


(Eos 242-2 me) 


[29-34 ABHA АЗАА 
3A*-RSA--2 DIGG A 249-24 
1013. 

(28-4 14203 MA2 
= 0023.5 DIA 0а. 
= (+24 Bh 2—5 MZA 
= (24a Bada ipac) 


w b 
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1014. 


›з--3)л--3%-+-2 1 2/2 +A 
233--8A*--8À--1 202424 2% 


( PEE DIRA A ) 
B= 5 


( Дана ВА 5 о з--434--4%4-8 
is ): 


A 6224-2224-2,—4 
а ја—ћ—2 AS 
Hallar los factores invariantes de las siguientes A-matrices: 
1015. /333--2A4—3 DMA 1423 
(stas 3—2 sni). 
Ahhh 0—2 А-4 


1016. (27 atmi DI PAL 
54441 3)2-+„%—2 БА 3А—4%—2. 
1017. 


0ә— AAA 203—304-Е2%—8В8 II 2 S19 —202--5),--2 
(E MR 8 AB IMA A IÓ pu) 


OM EL DA AA SER) 


185—294 %—2 3 232 At —n»e—i—2-i 
3)3—223--34—2 313 —4A1--8A—4 2)3.—3A3--21—8 613—933? 4-83, — 8, 

1018. T 
E 443 ла ла А WHA pA | MM 25) 


пао ад — 30,6 08/4322 233--3A*— 367 AAN BA 
994202444 22184244 24942422445 194248243 |" 
Dad M AHS IZ ЗА А IA 2094 A 543. 
1019. /» 123 
0% 4 
004 


1020*. /A—« 


(el ordon de la matriz es igual a п). 


Se denominan divisores olementales de la A-matriz A los polinomios 
ej (1), са (À), « -. €a (À) con los coeficientes mayores iguales a la unidad, cuan- 
do estos polinomios coinciden con las potencias suporioras do los actores trto- 
ducibles, participantes de los desarrollos de los factoros invariantes E; e 

matriz А según ез. En 
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Hallar los divisores elementales de las siguientes A-matrices: 
1021. ( 2942 9+4 
IMA 222-02-21 
1022. ү P-2M-+2—1 MALA 
DIM А-1 ZA ) 
1028. (+2 2+1 ма 
(omes 214-8 Pian). 


х 2—14 22—442, 
1024. 
248 M FAR HA M—Á M 8.10 
MIA 40 IRALA O MAT PAL 12 
id |" 
MAAA MA2 MAHAA MHA MR, 
1025. 
м—2 MAHI ма 1-3 
з +3%—1 IEA МА 21482 
mb MAMAS MR 222—5 . 
2M-3A-3 MESAS М-Е254-2 243 


Hallar los divisores elementales de las siguientes A-matrices en 
el campo de los números racionales, el де los números reales y el de 
los nümeros complejos: 

1026. 14.2. Api 22 

(eni Em 2-2) 
ма ме 3—5 
11027. (2443 AA ME 64+ 022 
(stu 225 almas). 
Мааз о а DIAZ 34—30, 
1028. j» 
ма Me ме AM II dh 5 
(543 224 4292 side cia. 
ма E 3-6. —9 


Hallar la forma diagonal normal de una 2-matriz cuadrada si se 
saben sus divisores elementales, el rango г y el orden л: 

1029. % 44, А+ 1, (M4 117, 2—4, (0 —– 10) r=4 п = 5. 

1080. А +2, A ++ 29, (А + 2)5, А — 2, (А — 2) г=п=4. 

1031. à — 1, + — 4, (4 — 1, + 2-2, A + 25 г = 4; п = 5. 

1032“. Demostrar que el conjunto de divisores elementales de 

i ] seobtiene uniendo (con lasdebidasropeticiones) 
ores elementales de todos los elementos dia- 
gonales de dicha matriz. 

1033*. Demostrar que el conjunto de los divisores elementales 
de una A-matriz diagonal-celular es igual a la unión (con las debidas 
repeticiones) de conjuntos de divisores elementales de todas sus célu- 
las diagonales. 
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Haciendo uso de los problemas 1032 6 1033, hallar la forma dia- 
копа! normal de las siguientes A-matrices: 


1034. 
244) о o ° 
о MAHA) 0 ° 
° 0 s 
o o 
1035. 
м—4 o o o 
o MEA o o 
0 o ar 0 
o o о А-4 
1036. 0 0 о M 46A 4-9». 
° ° 14226) o 
o MA A o o 
mtae о o 0 
1037. “ 
0 o o маја 
o o 22024 0 
о ма o о |. 
M2 +4 0 о o 
1038. 134213 м+—2 0 о 
223—4 20240-3 0 ° 
° ° юм A42 
0 o M—4 Wi 
1039. /j-i1—2 X а-а-а 0 [] 
AMERARL-A-2 0 o 
o +» 24542 | 
o 14 А-2 эз+6%—7 
1040. 0 0 MAA )5—2%—4 
° o 294-220) agat 
1244 2-2 o o = 
эз—2\з-Е6—1 02445 o 0 
1041. LN 
о o o 22243 3+ M —9k—9 
o 9 о Mi? 42546 
o o PARA 0 o Ж 
мз %—3 45—29 ° ° (7 
1042014 AA AHA o о o 
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Después de determinar la equivalencia у la forma diagonal пог- 
mal de las matrices de números enteros tal como se hizo en los proble- 
mas 942, 943, hallar los máximos comunes divisores D, de los me- 
nores de orden k de las siguientes matrices, reduciéndolas a la forma 
«diagonal normal mediante transformaciones elementales: 

1042, 0 2 4-1 1043. о 6 —9 


—3 
ET ва 4 5 м 9 9 
0 4 naj зо 42 5 mn] 
40 6 —4 и в 78 в 6 


1044, Demostrar que cualquier A-matriz de rango r puede redu- 
«cirso mediante las transformaciones elementales sólo de las filas 
(así como sólo de las columnas) a una forma triangular o trapezoidal 
«on la particularidad de que los coros, segün el deseo de cada uno, 
pueden obtenerse por encima o por debajo de la diagonal principal, 
y los elementos, distintos de cero, se encontrarán sólo on las pri- 
meras r filas (respectivamente, en Jas primeras r columnas). 

1045*. Demostrar que cada A-matriz regular A puede reprosen- 
tarse en forma de А = PR, donde P ез una A-matriz unimodular 
y R. una A-matriz triangular, cuyos elementos еп la diagonal prin- 
cipal tienen el coeficiente mayor igual a la unidad, por debajo de 
la diagonal principal son nulos, y por encima de ella tienen el grado 
inferior al del elemento de la diagonal principal de la misma colum- 
na (o son nulos), además dicha representación es la única. 


$ 14. Matrices semejantes. Polinomios mínimo y 
. característico. Formas diagonal y de Jordan 
/+ de una matriz, Funciones de matrices 


Todos los problemas de este párrafo se plantean en forma matricial, Рог 
ejemplo, las propiedades de los números caractorísticos de la matriz y la re- 
«Succión de la matriz a la forma de Jordan se examinan sin relacionarias con las 
propiedades de los vectores propios y Jos subespacios invariantes do la corres- 
pondiente transformación linen. Dicha relación (por ejemplo. la búsqueda de 
а base en la que Ja matriz de la transformación lineal dada tione Ja forma de 
Jordan) se estudia on la parte IV. Esto no impide utilizar los problemas do esto 
párrafo al estudiar las propiedades de las transformacionos lineales en la medi- 
Ча en la que se haya asimilado la relación entro las transformaciones linoales y 
sus matrices en cualquier base. 


1046. La matriz А se denomina semejante a la matriz B (lo que 
se designa del siguiente modo: А œ B) si existe una matriz regular 7, 
tal que В = 7-147. Mostrar que la relación de la semejanza poses 
las siguientes propiedades: 

a) A га А; b) si A = B, entonces В == А; 

c) si A А Ву В == C, entonces А = C. 

1047. Demostrar que si por lo menos una de las dos matrices А 
y В es regular, las matrices AB у ВА son semejantes. 
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Dar un ejemplo de dos matrices degeneradas А у В, para las 
cuales las matrices AB y BA no serán semejantes. 

1048%. Hallar todas las matrices, cada una de las cuales es seme- 
jante a sí misma. 

1049. Sea la matriz В obtenida de A. permutando la i-ésima у 
]-ésima filas. así como de la ¿-ésima y j-ésima columnas. Demostrar 
que А у В son semejantes y hallar la matriz regular 7 para la cual 
В = ТЗАТ. 

. Mostrar que la matriz А es semejante а la matriz B, 
obtenida mediante la reflexión especular en su centro. 


1051. Sea 4, is .... i, cualquier permutación de los números 
1,2, .. .. n. Demostrar que las matrices 
an йз... Фа ы ба 4 


Mar аза ш, Tiis 
А= 


ала ang +++ ânn 


son semejantes. 

1052. Supongamos que se dan las matrices А y В semejantes entro 
sí. Mostrar que el conjunto'de todas las matrices regulapes T, рага 
las cuales В = T-147T, se obtiene del conjunto de todas las matrices 
regulares, permutables con А, multiplicando а la derecha estas 
EX rd una matriz cualquiera T,, cuya propiedad es B= 
= THAT. 

1053. Demostrar que si la matriz A сз semejante a una matriz 
diagonal, la p-ésima matriz Ap asociada con ella (problema 969) 
también es semejante a la matriz diagonal. 

1034. Demostrar que si dos matricos A y B son semejantes a 
matrices diagonales, su producto de Kronecker A x В (probloma 963) 
también es una matriz semejante a la diagonal. 

1055. Demostrar que si las matrices A y B son semejantes, las 
p-ósimas matrices Ар y Bp asociadas con ellas (tomadas рага cuales- 
quiera dos posiciones de las combinaciones de п números de filas 
y columnas según p) son también semejantes. 

1056. Demostrar que si las matrices Ал, В, son semejantes a 
Az B, respectivamente, los productos de Kronecker А, X В, y 
А» X B, (tomados para cualesquiera dos posiciones de los pares de 
índices) son también semejantes entre sí. 

1057. Demostrar que si la A-matriz cuadrada В se representa on 
forma de В = BJ + BW- 4... + В„ donde Bo, В,...‚ В, 
son matrices independientes de А y la matriz Bo es regular, entonces 
cualquier A-matriz cuadrada А del mismo orden que tione 4, puede 
dividirse por В a la izquierda o a la derecha, es decir, existen el 
cociente Q, y el resto de la división R, derechos, tales que А = 
= BQ, + Ву, y el cociente Q, y resto R izquierdos, tales quo А = 
= Q;B + Ro, con la particularidad de que los grados de los elemen- 
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tos de las matrices R, у R con respecto a % son inferiores а s y ambos 
pares Q,, В, y 02, R, se definen unívocamente. 
1058. Dividir a la izquierda la matriz 
A4543 MEIH — X48 
ana — 3 91 ==) 
-м+@+8 —2MESAAÓ АА, 


рог 8. — ЋЕ, donde 
2 —t 
в-(2 1 2). 
2-1 3 


1059. Dividir a la derecha la matriz 


— м4 02463346 42% M4 240: 
a- (Corta MHH atate) 
—M-RM-RSAISS MEA A52, 


рог B—AE, donde 
‚Ж 3 4 
B= 6 2 3). 
1 2 8) 


1060*. Demostrar que si dos matrices A y B con elementos numé- 
ricos (o con elementos de cierto campo P) son semejantes, sus matri- 
сез características A — AE y В — ЋЕ son equivalentes. 

1061*. Demostrar que si las matrices características A — ЛЕ y 
В\— ЋЕ de dos matrices A y В son equivalentes, entonces esas mismas 
matrices son somejantes. Además, mostrar que si B — МЕ = 
= P (А ~ МЕ) Q, donde P y Q son J-matrices unimodulares y Po, Qo 
son los réstos de la división Р a la izquierda y Q, a la derecha por 
B — XE, entonces В = Р,40, y Рид = E, o sea, la matriz Фр 
efectúa la semejante transformación de la matriz А еп la B. 

1062. Demostrar que cualquier matriz cuadrada A es semejante 
а su matriz traspuesta A”. 


Aclarar si son semejantes entre sí las siguientes matrices: 


32— 5 6 20 —% 
1063. a-h 6 =o); в-($ 32 ==). 
12 —3, 4 20 —32, 
6 6 —15 37 
1064. 4-( 5 EL в-( 3 
12 — 119 
4 6 —15' 1 
1065. а-( з —5); a=(-: 
12 —4, —i 
13 —70 
е ( —4 —19 
—4 —20 35, 


4 —= —T 4 а 40 —19 4 

20 —2 —и —2 1 6-53 
1006. 4—| 49 <a o [з 4 4 —86 2]* 

% 1 3 1 0-1 10 


м —а —26 —7 
14 —13 —9 —18 
Pella 6 => 
о € 0 6 
Aplicando el método indicado en el problema 1061, para las 


matrices А y B dadas hallar una matriz regular Т, tal que В = 7-147 
(la matriz buscada T se determina de modo no unívoco): 


1007, 4= (5 Ti): 2=(% —М). 


—94 
7 —6 14 —60 
1068%. A= (45 6): B=(% Ii) 
32M, 2% 11 —22 
1069. а-( -a 2); в- (2 8 =). 
8 —645. 42 —6 —10, 


1070“. Demostrar que los coeficientes del polinomio caracterís- 
tico | A — XE | de la matriz А se expresan de la siguiente manera, 
mediante los elementos de dicha matriz: 


ГА — AE | == (NP + с, (7-97! + са (=A +... + с 


donde c, es la suma de todos los menores principales de orden k 
de la matriz А (ol menor se denomina principal si los números de las 
filas ocupadas por él coinciden con los nümeros de las columnas). 

1071". Hallar los números característicos (las raíces del poli- 
nomio característico) de la matriz A'A, donde А = (a, аз, . . ., an) 
у А’ es la matriz obtenida, trasponiendo А. + 

1072. Demostrar que la suma de los nümeros ceracterísticos de 
la matriz A es igual a su traza (o sea, a la suma de elementos de la 
diagonal principal), y el producto de estos números es igual al deter- 
minante | A |. 

1073. Demostrar que todos los números característicos de la 
matriz A son distintos de cero si, y sólo si, la matriz A es regular, 

1074*. Sean р — 0 la multiplicidad de la raíz А, del polinomio 
característico | А — ЋЕ | de la matriz A de orden п, r el rango y 
d= n — r el defecto de la matriz А — ЊЕ. Demostrar la validez 
de las desigualdades 


1<d=n-=r<p. 


1075. Citar algunos ejemplos de matrices de lorden n para las 
cuales la primera desigualdad о la segunda del problema lanterior 
se convierten en igualdad, o sea, d = 1 6 d = p. 


y. 131 


1076*. Demostrar que los números característicos de la matriz 
inversa A~ (teniendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a las 
magnitudes inversas para los números característicos de la matriz А. 

1077*. Demostrar que los números característicos de la matriz A? 
(teniendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a los cuadrados de 
los números característicos de la matriz A. 

1078*. Demostrar que los números característicos de la matriz 
Аг (téhiendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a las p-ésimas 
potencias de los números característicos de la matriz A. 

1079*, Sean Ф (А) = | A — XE | un polinomio característico, 
Mar Az, .. +1 An los números característicos de la matriz А y f (à) un 
polinomio arbitrario. Demostrar que el determinante de la matriz 
1(A) satisface la igualdad |7 (А) |= f) f 0ш)... f On) = 
= R (f, q), donde R (f, q) es la resultante de los polinomios f y Ф. 
Pero si se determina el polinomio característico como Ф (А) = 
= |XE — А |, entonces 


1(4)1=R (o, f. 


Recordemos que se denomina resultante de dos polinomios 


fia, (a) y #(@=% Ц 6—B) 


el número 
пе б-а Å Ú armas [| eom ore f reo 


1080*./Demostrar que si А, Аз, . . ., An son números caracterís- 

ticos de la matriz A y f (z) es un polinomio, entonces f (M), f (№), + » + 
» «4 f (Ка) serán números característicos de la matriz f (А). 

1081*. Demostrar que si М, Az, . . ., Àn son números característi- 
cos de la matriz А y f (z) = g (т)/ (2) es una función racional, defi- 
nida para el valor de 2 = А (es decir, que satisface la condición 
1 (А) | 40), entonces |] (4) | = f a) 7 0) . . . f б) y los nú- 
meros f (M), f (М), - - -, f Ôn) serán números característicos de la 
matriz f (4). 

1082*, Demostrar que si А y B son matrices cuadradas del mismo 
orden, los polinomios característicos de las matrices AB y BA 
coinciden. 

1083*. Hallar los números característicos de una matriz cíclica 


182 


1084*, Hallar los números característicos de la matriz de orden n 


0 -—1 0 0... 
1 0-1 о. 
A=|0 4 0-1. 


о 0 0 0...4 0, 
1085", Se denomina matriz de Jordan una matriz diagonal-celular 
con cólulas diagonales tipo 


a 1 0...0 
0 а 1...0 


0 0 0...а 


que se llaman células de Jordan. La matriz de Jordan А ;, semejante 
a la matriz A, se denomina forma de Jordan de la matriz A. 

Haciendo uso del teorema de que el conjunto de divisores elemen- 
tales de una matriz diagonal-celular es igual a la unión de los con- 
juntos de divisores elementales de sus células diagonales (véase el 
problema 1033), demostrar que sobre el campo de los números comple- 
jos (o sobre cualquier campo que contiene todos los números caracte- 
rísticos de la matriz A) cualquier matriz A tiene la forma de Jordan, 
red la única, con una precisión de hasta el orden de las 
células, 


Escribir la forma de Jordan A; de la matriz A si se dan los factores 
invariantes E, (А) (i = 1, 2, ..., п) de su matriz característica 


"1086. E, 0) = E 9 - $ Е, (0) = Е, () 2A —4, Е, (А) = 
= Е, (№ = (А — 1) (А 

1087. E, (А) = Е, a эы 9 = 24 E,()=1+1 E.) = 
= (A 0*5 Е, (А) = 06 + 1)# (А — 5). 

1088. Е, (А) = Е, (А) = 1, Е, "m %— 2, Е, 0) = M — 4. 

1089. Demostrar que para cualquier -matriz cuadrada A (А) de 
orden п, cuyo determinante os un polinomio de grado т con respecto 
a À, existe una matriz numérica B de orden n, tal que la matriz A (А) 
es equivalente а la matriz característica B — АЕ. 


Hallar la forma de Jordan de las siguientes matrices: 


1090. 010 1091. Fi 6 —15. 1092. ( 9 —6 —2 
(= 4 o). n =). (s 2829). 
=2 12 " ч а —e 48 -19)—6, 

1093. /4 6 —15 1094. —4 0 1095. 12 —6 —2 
( 3 —5 ү ( —4 o). (is EH EJ 
12—4 4 —2 —2, M8. —9 —3, 
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1115. Hallar la forma de Jordan de Ја matriz tipo 


a condición de que ава... була #0- 


1116. Demostrar que si el polinomio característico | А — АЕ | 
de la matriz A no tiene raíces múltiples, entonces А es semejante a 
una matriz diagonal (los elementos de la matriz 7 que transforma А 
en la forma diagonal, pertenecen al campo que contiene todos los 
números característicos de la matriz A). 

1117. Demostrar que la matriz A sobre el campo Р dado es зете- 
jante a una matriz diagonal cuando, y sólo cuando, el último factor 
invariante E, (А) de la matriz característica A — XE no tiene raíces 
múlti les  to'as sus raíces pertenecen al campo P. 

Aclarar si son las siguientes matrices semejantes a las diagonales 
en los campos de los números complejos, reales y racionales: 


1118. (5 2 —5 1119. /8 15 —36 "m 
( 5-4]. 8s à =j ^ 
6 4—à4 5 42 —27 
1120. E 1121. /42 —5: 
(~ 5 o). (ss >) 
19 —4 53—17, 


1122. Demostrar que si el último factor invariante 2, (А) de la 
matriz característica А — AE para la matriz A de orden n tione el 
grado п, todos los elementos diagonales de diferentes células de la 
forma de Jordan de la matriz A son distintos entre sí. 

1123. Demostrar que la matriz A es nilpotento (о зва, A^ = 0 
para cierto k natural) cuando, y sólo cuando, todos sus números 
característicos son nulos. 

1124. Demostrar que una matriz nilpotente, distinta de cero, no 
se reduce a la forma diagonal mediante la transformación de seme- 
апта, 

і 1125. Hallar la forma de Jordan de una matriz idempotente А 
(es decir, una matriz que posee la propiedad do А? = А). 

1126. Demostrar que la matriz involutiva A (о sea, una matriz 
que posee la propiedad de 4? = E) es semejante a la matriz diagonal 
y hallar el aspecto de esa matriz diagonal. 

1127. Demostrar que una matriz periódica A (o sea, una matriz 
que posee la propiedad de А“ = Е para cierto k natural) es somejante 
a una matriz diagonal y hallar el aspecto de esa matriz. 

1128. Hallar el polinomio mínimo (la definición se da en el 
problema 830): a) de la matriz unidad, b) de la matriz nula. 

1129. ¿Para qué matrices el polinomio mínimo tione la forma 
de À — q, donde œ es un número? 
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1130. Hallar el polinomio mínimo de la célula de Jordan de 
orden n en cuya diagonal está situado el número æ. 

1131, Demostrar que el polinomio mínimo de una matriz diago- 
nal-celular es igual al mínimo divisor común de los polinomios míni- 
mos de sus células diagonales. 

1132. Demostrar que el polinomio mínimo de la matriz A es 
igual al último factor invariante £, (2) de su matriz característica 

— AE; 

1133. Demostrar que una potencia de un polinomio mínimo de la 
matriz A se divide por el polinomio característico de la misma matriz. 
Hallar los polinomios mínimos de las siguientes matrices: 

1134. (31 —1 1135. 4-2 2 

( 2 o). (5 7 =). 
TE" —6 6—4 
^ 1136. Demostrar que para la semejanza de dos matrices es nece- 
sario (pero no es suficiente) que éstas tengan los polinomios mínimo 
y característico iguales. Citar un ejemplo de dos matrices no seme- 
jantes, cuyos polinomios mínimo %р (А) y característico ф (A) son los 


mismos. 
1137. Hallar la k-ósima potencia de la célula de Jordan 


de orden л. 


0 

i 10 v 

1138“, Demostrar que el valor del polinomio f (2) con respecto 

а la célula Де Jordan А de orden n соп el número « en la diagonal 
principal х 


а 10... 0 
- ај 
000... а 

se determina mediante la fórmula 
¡Lp гү... рер 
ta=jo ца) fre. mo 


(—2) 


(о о 0 фу ugs Ha) 
1139. Resolver el problema 1080 usando la forma de Jordan de 
la matriz А. 
1140. Hallar la forma de Jordan del cuadrado de la célula de 
Jordan, en cuya diagonal se encuentra el número a + 0. 
1141*. Hallar la forma de Jordan del cuadrado de la célula de 
Jordan con cero en la diagonal principal (célula nilpotente de Jordan). 
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1142. Sca X; la forma de Jordan de la matriz X. Demostrar 
que (А + uE); = A, + aE, donde A es cualquier matriz cuadrada 
y 2, un número. 

1143*. Hallar la forma de Jordan de la matriz 
O 


5) de orden n>3. 


1144*. Demostrar que cualquier matriz cuadrada puedo repro- 
sentarse en forma de un producto de dos matrices simétricas, una 
de las cuales es regular. 

1145*. Conociendo los números característicos de la matriz A, 
hallar los números característicos de la p-ésima matriz Ар asociada а 
4 (la definición se da en el problema 969). 

1146*. Conociendo los números característicos de dos matrices 
cuadradas —А de orden p y В de orden 4—, hallar los 
terísticos de su producto de Kronecker А х B (la defi: 
el problema 963). 

1147", Seaw (А) = (А — 19. — ha) rr . (AA 
mio mínimo de la matriz Аде grado г = r, + 7, + 
ть ра Ja multiplicidad do 3 como de la raiz del poll 


Si para la función / (A) existen los números 
EN f£. 087 Qa) (1) 
(—1,2,... 8), 


se dice que la función f (А) está determinada en el espectro de la matris 
A y el sistema de números (1) se denomina sistema de valores de la 
función f (A) en dicho espectro de la matriz A. Demostrar que los 
valores de los polinomios g (^) у № (А) con respecto a la matriz 4 
coinciden, es decir, g (А) == В (А), cuando, y sólo cuando, coinciden 
los valores de esos polinomios en el espectro de la matriz 4. 

1148. Supongamos que la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz A (en el sentido del problema anterior). Demos- 
trar que si existe por lo menos un polinomio, cuyo valor en el espectro 
de la matriz A coincide con los valores de f (A), entonces habrá una 
cantidad infinita de semejantes polinomios y entre ellos existe uno, 

sólo uno, que tiene el grado inferior al del polinomio mínimo de 
Титан tato polinomio ғ (à) se llama polinomio de interpolación 
de Lagrange— Sylvester de la función f (0.) en el espectro de la matriz А. 
Su valor con respecto a А se toma, según la dofinición, como el valor 
dela función / (A) con respocto a esa matriz: f (А) = r (4)% 

1149. Demostrar que si la función f (A) está determinada ъп el 
espectro de la matriz A y el polinomio característico | А — AE | no 
tiene raíces múltiples, ol polinomio de interpolación de Lagrange— 
Sylvester r (1) existe y en este caso la matriz f (4) tiene sentido. 
Hallar el aspecto де r (A) y f (А). 


137 


1150. Demostrar que si la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz А y el polinomio mínimo de esta matriz ф (А) = 
= (A — А)... (4 — А.) no tiene raíces múltiples, el polinomio de 
interpolación de Lagrange—Sylvester 7 (A) existe y la matriz f (4) 
tiene sentido. Hallar la expresión para calcular / (А). 

1151*. Demostrar que si la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz A, la definición de la matriz f (4) (se ha dado 

+ еп el problema 1148) tiene sentido, o sea, existe el polinomio de inter- 
polación de Lagrange—Sylvester r (^). Sean y (A) = (% — AY... 

a — М)» un polinomio mínimo de la matriz A, donde las raíces 
Aas > + + М, во difieren entre af, y 


wm ket ÓN 
AA) > 


Mostrar que 
r (0) = 2 fon, пора, 2 — a) e eee HOn, ry X 
XAW eR. (D 


donde los números æ», se determinan de las igualdades 


= 1 [ 10) 189-5 
RIZO Lo» 0) Ја, Q2) 


(4,2, у ni 1, 2, oos 4), 


» 
es decir, Ја expresión en corchetes de la igualdad (1) es igual a la 
suma de los primeros r} términos del desarrollo en la serie de nd 
según las potencias de la resta de à — Ay para la función LOL. 
1152, Sean w (А) = (А — 1)? (A — M)? (А, 9 Aa) un а 
mínimo de la matriz А y f (à) una función determinada en el espectro 
de esa matriz. Escribir la oxpresión para la matriz f (4), aplicando 
el precedente problema. 

1153. Demostrar que si las matrices A y B son semejantes con la 
particularidad de que B = 7-47 y para la función f (А) la matriz 
f (А) existo, entonces también existe la matriz f (B) y es semejante 
af w además, f (В) = Tf (А) T con la misma matriz T. 

1154*. Demostrar que si la matriz A es diagonal-celular 


E [U 
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y la función f (A) está determinada en el espectro de la matriz A, 
entonces 
LU 
(4. 
a= T Е 
0 143 


1155. Hallar el polinomio de interpolación de Lagrango—Sylves- 
ter r (2) y el valor de f (А) de la función f (A) para la matriz 

A A 

001 


ооо 
000... 0 


¿Para qué funciones f (А) el valor de f (А) tiene sentido? 
1156. Resolver el problema, análogo al antecedente, para la 


matriz 

00 
00 

dm 2: t 

«d id 
с0а 
1157. Mostrar que si la matriz А өз semejante а la diagonal 
de 0 
а м 
A=T" ^ ү 
0 An 


y para la función f (A) la matriz f (А) existo, entonces f (4) también 
es semejante а Ja matriz diagonal con la particularidad de que 


10) " 
109) P 
f4)=7" ^ iT 
0 1 (м) 
con la misma matriz 7. 
1158. Demostrar que si f (A) = g (А) +h (А) y las matrices 
g (A) yh (А) existen, la matriz f (А) también existe, además, f (А) = 
= g (A) + h (А). 
1159. Demostrar que si f (А) = g (А) А (А) y las matrices g (А) 


y h (A) existen, la matriz f (4) también existe, con la particularidad 
de que f (А) = g (А) А (А). 


1160*. Mostrar que la función ¿() = + está determinada para 
todas las matrices regulares A y sólo para ellas, además, f (А) = A, 
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1161. Demostrar que si Ay, As, - . ., Àn Son números característicos 
de la matriz A y la función / (A) tiene sentido para à = А, entonces 
fs). f ба), .. < РФ) serán números característicos de la matriz 
FU 


Calcular los siguientes valores de las funciones con respecto a las 
matriges, utilizando el polinomio de interpolación de Lagrange— 
Sylvester y los problemas 1148—1452 6 hallando la matriz que да la 
transformación de semejanza de la matriz dada en su forma de Jordan 
y haciendo uso de los problemas 1154, 1156 y 1153: 


1162: 410 donde A=(_9 2). 
1163. 4% donde А= (_15). 
1164. VA donde A- (_3:). 
1165. VA donde A= (82). 


1166. es donde A= ($ 73). 


6 —3, 
1167. e^ donde А=(} 71). 


¡42 —5 
1168. e^ donde а (54 =). 
53 —7, 


i 4 —156 
1169. In А donde a(i зь HE 


. 1-53 
1470. ón A donde А (7—1 pya) 


1171". Demostrar que la igualdad sen 24 = 2 зеп А cos А es 
válida para cualquier matriz cuadrada А. 

1172*. Demostrar que la matriz e4 existe y es regular para cual- 
quier matriz cuadrada A. 

1173. Hallar el determinante de la matriz е^, donde А es una 
matriz cuadrada de orden n. 

1174*. Supongamos que la función f (A) tiene sentido para } = А. 
Demostrar que el determinante de la matriz f (4) satisface la igual- 
dad |f (4) | = f 0) f 0м)... 0), donde А, he» . » ., An son núme- 
ros característicos de la matriz A (teniendo en cuenta su multiplici- 
dad). 


$ 15. Formas cuadráticas © 
En esto párrafo, además de los problemas sobre formas cuadráticas, se dan 
problemas de las propiedades de las matrices ortogonales y simétricas, relacio» 
nadas con la teoría do las formas cuadráticas. Aquí se utiliza la siguiente termi- 
nología: como transformación lineal so ontiende la transformación de las incóg= 
1) Los problemas de las funciones cuadráticas y bilineales se dan en el $ 24. 
440 


nitas tipo: 
21 = Qui + Ga + H Флур» 


Zn = Чай + Файз +++ F dann. 


Ча Фа езт 
Q= E m E / @ 
апа 


т 92 
formada de los cooficiontes de la transformación (1) өп ol orden correspondion- 
to, ве denomina matriz de dicha transformación. Le transformación lineal во 
Шата regular si su matriz es regalar. Dos formas cuadráticas se denominan 
equivalentes sí una de ellas pasa a la otra mediante la transformación lineal ro- 
gular. Se llama forma canónica де la forma cuadrada dada la equivalento con 
ella, que no contione productos de incógnitas, y forma normal, la forma canó- 
cual los cooficientos do las incógnitas olovadas al cuadrado (sin con- 

) son iguales а +1 para el campo real y +4 para el campo complejo. 

Hallar en el campo de números reales la forma normal de Jas 
siguientes formas cuadráticas: 

1175. а} + 22 +32] + Мала + 22,24 + Злата 41 

1176. 23 — 223 + 2] + 22,2, + 42,24 + Фата 7 

1177. 13 — 322 — 2x, + 22,25 — 62,22. 

1178. жул, + алу + үл, + xz. + Igt, + жуш. 

1179. 23 + 223 +23 + 4л, + 42,24 + 22,2, + 22924 + 22974 + 
+ 22504. 

Hallar la forma normal у la transformación lineal regular que 
conduce a dicha forma, para las siguientes formas cuadráticas (a causa 
de quo la transformación lineal buscada es no unívoca, la respuesta 
puede diferenciarse de la citada más abajo): 

1180. zi + 528 — 423 + 22,2, — баулу. 

1181. 423 + дї + 23 — бил, + 42,04 — Bata 

1182, 2,2, + 2125 + хл. 

1183. 222 + 1822 + 822 — 122,2, + 8лут, — 272303. 

1184. —122: — 328 — 1222 + 122,2, — 242,2) + 82415. 

1485. жүл, + zar. + тата + mn. 

1186. Заа + 214 — т} — 244 + 2лул, — Алата + дата. 

Reducir las siguientes formas cuadráticas а la forma canónica 
con coeficientes enteros mediante la transformación lineal regular 
con coeficientes racionales y hallar la expresión para nuevas incógni- 
tas a través de las anteriores: 

1187. 223 + 322 + 422 — 2232, + длака — 3х,л,. 

1188. 328 — 222 + 223 + Аут: — Заула — тл. 

1189. Maz] + 223 + 3л} — тул, + тл, — туп. 


La matriz 
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Para las siguientes formas cuadráticas hallar la transformación 
lineal regular que convierte la forma f en la g (la transformación 
buscada no se define unívocamente): 
1190. f = 222 + 913 + 323 + Bnz. — дал, — 102223: 
g = 291 + Зд + бу, — буду — 40103 + Вушуз. 

1191. f = За + 1022 + 2522 — 12212, — 182,24 + 402909 
g = 5й + би + as 

1192. f = 523 + 524 + 222 + 82,04 + блата + блата; 
g= 4й + И + 9 — 12003. 

Reducir las siguientes formas cuadráticas а la forma canónica 
y hallar la expresión de nuevas incógnitas a través de las anteriores 
(la respuesta no es unívoca): 


1193. 
+ 


son nulos. 


2 А А а 
1194. 2142 ща. 1195". PL 1196. à ашн 


а= 


n 
X same, donde no todos les números a,, 21, ..., ба 


» 
1197". У) (a, —s)?, donde se thai, 
tt 


2 
4198*. Ў [2—7 1-22. 

i © 

1199*. Supongamos que se da la forma cuadrática 


Id Rd A Бы im бе 
donde ly, lay - . а lp, бржу, 1+... +» pa Son formas lineales reales 
соп respecto а тү, ту. . -, za. Demostrar que el índice positivo do la 
inercia (o sea, el número de coeficientes positivos en la forma canó- 
nica) de la forma f no supera p y el índice de inercia negativo по 
supera q. 

1200*. Demostrar que si de cada una de las dos formas f у g puede 
pasarse a la otra mediante alguna transformación lineal (no es obli- 
gatorio que sea regular), estas formas son equivalentes. 

Aclarar cuáles de las siguientes formas son equivalentes entre sí 
en el campo de los números reales: 

1201. f, = zi — тата fa = I — 5 fa = ва + Re 

1202. f, = zi + 428 + ла + Зала — 2229 
2: Y + блуз — Дуз — дугу: 

40 — 4 — A — бищ + 4л, + 184. 


1203. Mostrar que todas las formas cuadráticas con respecto a n 
incógnitas pueden dividirse en clases de tal modo que dos formas 
serán equivalentes cuando, y sólo cuando, pertenezcan a una misma 
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clase. Hallar la cantidad de dichas clases еп los campos real у сот- 
plejo. 

1204. ¿Qué valores del rango y la signatura caracterizan las 
clases de las formas cuadráticas reales equivalentes, para las cuales 
la forma f es equivalente a —f? 

1205. En el campo de los nümeros reales hallar el nümero de 
clases de equivalencia de las formas con respecto a л incógnitas que 
tienen la signatura dada s. 

1206. Demostrar que para descomponer una forma cuadrática en 
el producto de dos formas lineales es necesario y suficiente el cum- 
plimiento de las condiciones: a) en el campo de los números reales: 
е1 rango no supera a dos, y siendo el rango igual a dos, la signatura 
es igual a cero; b) en el campo de los números complejos: el rango no 
supera a dos. 

1207. Demostrar que la forma cuadrática f es determinada positi- 
va cuando, y sólo cuando, su matriz se representa en forma de А = 
= C'C, donde С es una matriz real regular y C’, la matriz traspuesta 


a C. 

1208. Haciendo uso de los problemas 913, 951 y 1207, demostrar 
que una forma cuadrática es determinada positiva cuando, y sólo 
cuando, todos sus menores angulares son positivos. En calidad de 
menor angular de una forma cuadrática se comprende el menor de 
orden k que se encuentra en las primeras К filas y primeras k columnas 
de su matriz (k == 1, 2, . . ., n; n es el orden de la matriz). 

1209. Demostrar que en una forma determinada positiva todos 
los coeficientes de las incógnitas elevadas al cuadrado son positivos, 
pero que esta condición no es suficiente para que la forma sea deter- 
minada positiva. 

1210*. Demostrar las afirmaciones: 

a) Para que la forma cuadrática f sea determinada positiva es 
necesario y suficiente que no sólo los menores angulares (véase ol 
problema 1208), sino todos los principales de su matriz sean positivos. 

b) Para que una forma cuadrática ў sea no negativa (o sea, ў > 0 
para cualesquiera valores reales de las incógnitas), es песозагіо y 
suficiente que todos los menores principales de su matriz sean no 
negativos. Mostrar en ejemplos que (a diferencia de las formas detor- 
minadas positivas) para que f sea no negativa, no es suficiente que 
todos los menores angulares sean no negativos. 

с) Para que la matriz simétrica real А se represente en forma de 

= C'C, donde C es una matríz regular real, es necesario y suficiente 
que todos los menoros angulares de la matriz A sean positivos, 

4) Para que la matriz simétrica real А se represente en forma de 

= C'C, donde C es una matriz cuadrada real, es necesario y sufi- 
ciente que todos los menores- principales de la matriz A sean no 
negativos. Además, si el rango de А es r; ek rango de С también es r, 
y las primeras r filas de C pueden considerarse linealmente indepen- 
dientes y las demás, nulas. 

1211. Demostrar que la forma cuadrática / es determinada negati- 
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va (es decir, / < 0 para cualesquiera valores reales de Jas incógnitas, 
de las cuales no todas son iguales a cero) cuando, y sólo cuando, los 
signos de los menores angulares Dy, Da, . . ., Dn se alternan con la 
Дш де «ер, < 0. Aquí D, es el menor angular de orden # 
bed, 2... п). 

Hallar todos los valores del parámetro %, para los cuales las 
siguiejites formas cuadráticas son determinadas positivas: 

1212. Баз + ai + Aat + Алту — 22,25 — 2лл,. 

1213. 223 + д} + 32% + 2m. + Олат. 

1214. 22 + 23 + 523 + Zhao) — 2ayra + блата 

1245. 22 + 422 ++ z! + Aryza + 102,2) + блулу. 

1216. 22 + 222 + zi + Atiz, + бәл, + За 

1217*. Se denomina discriminante D, de una forma cuadrática f 
ol determinante de su matriz. Demostrar que sí a una forma cuadrá- 
tica determinada positiva f (тү, za. . ., zn) se le añade el cuadrado 
de una forma lineal no nula de las mismas incógnitas, el discriminante 


de la forma aumenta. 


1218*. Sean у (Ly Za ..., =) = 2, атту una forma cuadrá- 
4 


tica determinada positiva у P (La, La» + + ап) = f (0, Lar + + «+ Ln)» 
Demostrar que para los discriminantes de estas formas se cumple la 
desigualdad D, < ay Dg. 

1219*. Demostrar que si la forma cuadrática no negativa se con- 
vierte en cero por lo menos para un conjunto no nulo de valores reales 
de las incógnitas, esta forma es degenerada (o sea, su discriminante 
es igual a cero). 

1220*. ¿Denominaremos composición de dos formas cuadráticas 


1= Atun y go, 2 butts 


la forma cuadrática (f, д= 2 


a pity. 


Demostrar que: 

a) si las formas y y g son no negativas, la forma (f, д) también 
es no negativa; 

b) si las formas f y g son determinadas positivas, la forma (f, g) 
también es determinada positiva. 


1221%. Se denomina transformación triangular la transformación 
lineal tipo 


и = леша +... H Cinta 
Ya = La + Слз... + Canto 


Yn = 2. 
Demostrar que: 
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a) la transformación triangular es regular y la transformación 
inversa de la triangular, es de nuevo triangular; 
b) los menores angulares D, (k = 1, 2, . . ., n) (véase el problema 


1208) de la forma cuadrática f = Ў) a,y2,2, para la transformación 


dei 


triangular no cambian. 
1222*. Demostrar que: 
a) para que la forma cuadrática de rango г] = $ арау se pue- 
da, mediante una transformación triangular, reducir a la forma de 
fep Ag a 
donde àn = 0 (k = 1, 2, . . ., 7), es necesario y suficiente que 
Dys50 (kr) Dy 80 (kr), Q 


donde Dj ( = 1, 2, . . .. n) son los menores angulares de la forma 
1 (véase el problema 1208); 
b) la forma canónica indicada (1) está determinada unívocamente, 


con la particularidad de quo sus coeficientes se hallan según las fór- 
mulas 


MSH @=1,2,..., 15 050) B 
(teorema de Sylvester). 


1223. Supongamos que los menores angulares de la forma cuadrá- 
tica f de rango r satisfacen las condiciones (2) del problema anterior. 
Demostrar que el índice positivo de inercia de dicha forma es igual 
al número de conservaciones del signo, y el índice negativo, al núme- 
ro de cambios del signo en la serie de números 


1=D5D, ... Dr. 


Comprobar que en los siguientes paros de formas cuadráticas una 
de ellas es determinada positiva; hallar la transformación lineal 
regular que convierte esa forma on la forma normal, y la otra forma 
del mismo par a la forma canónica, y escribir esta forma canónica 
(la transformación lineal no se determina unívocamente): 
1224, f = rtn 1225. f = 23 + 2623 + 102% 
g = 28 — zz + 42. g = а} + 5623 + 162129. 
1226, f = 823 — 2822 + 1413 + 16212, + 14,1, + З, 
E= л} + Аб + 223 nz. 
1227. f = 228 + аул, + тату — Злата + Злата 
goa + 24 + д} + 241 + 2л„л,. 
1228. f = а + "I — 225 + д] + 2лул, + бәл, 
а= а} + dn. 
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1229. j = xt — 1528 + 4лүл, — Зала + бгл, 

g = тї + 1723 + д] + Фил, — Фата — 141273. 

1230*. Supongamos que se da un par de formas f, g con respecto 
a las mismas incógnitas, con la particularidad de que g > 0. Demos- 
trar que la forma canónica 

J= hh +... H Anti 

que 3e,obtiene para la forma f con cualquier transformación lineal 
que reduce la forma g a la forma normal (es decir, а la suma de 
cuadrados), se determina wnívocamente con una precisión de hasta 
el orden de los sumandos, además sus coeficientes A; Аа, - -s An 
son raíces de la denominada A-ecuación del par de formas f, g. a saber: 
de la ecuación | А — ^B | = 0, donde А y В son las matrices de 
las formas f y g, respectivamente. 

¿So podrán reducir los siguiontes pares de formas cuadráticas а 
la forma canónica mediante una transformación lineal regular real? 

1231. f = 23 + Am, — af, 1232. f = 21 + а 25 

g= + бату + 5л}. g = жі — Фа. 

1233. Supongamos quo so dan dos formas determinadas positivas 
ју g, y que una transformación lineal regular de las incógnitas reduce 
la forma / al aspecto Y) Auf y la forma g a la forma normal, y la 

© 
segunda transformación, al contrario, reduce la forma ў a la forma 


normal y g a la forma 5) цай. Hallar la relación entre los cosficion- 
а, 


ar cen An Y Har se er Has Е 
uscar la transformación lineal, hallar la forma canónica de 
dicha forma / a la que so reduce ésta, mediante la transformación que 
reduce, alñismo tiempo, la forma g dada (g > 0) a Ја forma normal: 
1234. ] = 2122 — 1822 + баз + Azar, + 287109 + блата 
g = Mal + бай + бай — 121,0 + 12212, — башту 
1235. | = 1422 — 413 + 172,4 Ваута — 602,04 — 2блулу. 
g = Әй + 64 + бай + 12210: — 107125 — 22:22. 
1236. Domostrar que dos pares de formas fy, £ Y fa, £« donde б 
y g, están determinadas positivas, son equivalentes (o sea, existe 
una transformación lineal regular que reduce f, a f, y £i а £) cuando, 
y sólo cuando las raíces de sus A-ecuaciones | А; — Mi | = 0 y 
1А, — АВ, | = 0 coinciden. 
Šin buscar la transformación lineal де un par en otro, aclarar si 
son equivalentes los siguientes pares de formas: 
1237. ћ = 2:1 + 323 — 23 + 2229 + Фата 
ва == 323 + 208 + — Anz 
ја = 28 Bri + 223 + блат, + Злата — 20273, 
ga = a} + ба} + Bá + даља + Зао. 


146 


413 + баў + 2122 + Алула — Алл, — 22туга 

425 + Зай + баа + баку — 4лул, — бизга, 

Эг} + 625 + br? — бал, — бал, + 1222 

Ea = 90 + 302 + 38 — била — бата + 2л. 

Hallar la transformación lineal regular que reduce un par de 


formas cuadráticas ју, g, a otro par fz, 2; (la transformación buscada 
se determina no univocamente): 


1239. f, = 222 — 722 + 22,2%, 
ii — Зи — Aya 
== 2r? + 1322 + 102,8, 
ва = 13у + 2591 + Збулуг. 


> 
pug 


i 
ва = 29 + Ap + 209182 

1241. Supongamos que f (Ej xs .. 5 Xa) У E (@ а...) 

son dos formas cuadráticas de las cuales por lo menos una es detor- 

minada positiva. Demostrar que las «superficies» ў = 1 y g = 1 en 

un espacio n-dimensional no se intersecan (o sea, no tienen puhtos 

comunes) cuando, y sólo cuando, la forma f — g está determinada. 


1242*, Demostrar que la forma canónica Ў) Ац, a que se reduce 


$i 
la forma cuadrática f mediante una transformación ortogonal, está 
determinada unívocamente con la particularidad de que sus coefi- 
cientes Ay, Ag, ..., % son raíces de la ecuación característica 
|А — ЋЕ | = 0 de la matriz А de la forma f. 

Hallar la forma canónica a que se reducen las siguientes formas 
cuadráticas mediante una transformación ortogonal, sin buscar 
la misma transformación: 

1243. 323 + 323 + 42,2, + Атута — Зтата. 

1244. 723 + Tal — 74% + 2лул, + 21,2) + 2лугу. 

1245. 23— дату — Злужа — Олаха. 

1246. 323 + 32 — 23 — блуга + 42,29 


21 
12475. 3 antro 
m 


Hallar la transformación ortogonal que reduce las sikuientes 
formas a la forma canónica (reducción a los ejes principales) y escribir 
esa forma canónica (la transformación no está definida unívoca- 
mento): 


1248. 021 + 522 + 723 — бајта + 4лүл,. 
1249. 1128 + 523 + 223 + 162,2, + даш, — 20лул,. 
1250. 23 + 22 + 522 — бал, — За + 2л,ль. 
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1251. 2? + a} + 23 + бат, + йлүл, + Алала 

1252. 1722 + 1423 + 1423 — 42,2, — 62,24 — 81415. 

1253. à — 521 + 22 + 4л, + 20,0) + гулу. 

1254. Bri — Tal + 823 + Вата — 20,04 + Верка 

1255. 2лул, — баука — Otat, + 22314 

1256. 5z? + Sul + 528 + Эш} — 102,2, + 20,0 + бата + 
~ + брата + 2л — 102% 4. 

1257. За? + Srta — 321 + 413 — бета + zi. 

1258. aj + 212, + 22 — 222 — hayt, — 221. 

1239. Oz! + 5x + 515 + Sij + 82,04 — Áryr, + Arat. 

1260, 423 — бух, + 28 + 521 — 5 + 122,05 + д. 

1261. 423 — 422 — Вата + 225 — 55 + 2,2% + 323. 

1262. 323 + Byz, — 322 + 422 — брата — 429 4 Ari + Agro ont 


a " г, 
1263. 24+ Y ла. 1264. да 
= га < 

Hallar la forma canónica a que se reducen las siguientes formas 
mediante una transformación ortogonal y expresar las nuevas in- 
cógnitas a través de las anteriores (la transformación buscada no es 
unívoca): 

1265*. Denominaremos dos formas cuadráticas equivalentes orto- 
gonalmente si de una de cllas se puede pasar а la otra mediante una 
transformación ortogonal. Demostrar que para una equivalencia 
erjogonal de dos formas es necesario y suficiente que los polinomios 
catacterísticos de sus matrices coincidan. 

Aclarar cuáles de las siguientes formas cuadráticas son equivalen- 
tes ortogonalmente: 

1266. f = 922 + 922 + 122,2, + 127,24 — боль 

g = —®й + бй + буз — 124142 + 124143 + бузу, 
h = 1122 — 48 + 1123 + Ваза — 20,24 + Biota. 

1267. f = Ta? + at + ri — Вл, — Вал: — 16212». 

g = Yah — Чый 19 — aia + Usa + tallas 
h=3-—3+2V 250. 

1268. Demostrar que cualquier matriz simétrica real A puede 
representarse en la forma: А = Q-!BQ, donde Q es una matriz orto- 
gonal y B, una matriz diagonal real. 

Para las siguientes matrices hallar la ortogonal Q y la diagonal 
real B tales que la matriz dada se represente en forma de 0780: 

1269. ( 2 0 1270. 2 2—2 

2 i) ( 2 5). 
0-2 5 2-4 5 

1271*. Demostrar que todos los números característicos de una 
matriz simétrica real A yacen en el segmento la, b] cuando, y sólo 
cuando, la forma cuadrática con la matriz A — ДЕ está determi- 
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nada positivamente para cualquier X, < a y determinada negativa- 
mente para cualquier 2, > Б. 

1272*. Sean A y B matrices simétricas reales. Demostrar que si 
los números característicos de la matriz A yacen en el segmento (a, b] 
y los de la matriz В, en el segmento [2, dl, los números característicos 
de la matriz A + B están en el segmento la + c, b + d]. 

1273. Demostrar que una forma cuadrática real y regular puede 
reducirse a la forma normal mediante una transformación ortogonal 
si, y sólo si, su matriz es ortogonal, 

1274. Demostrar que una matriz de forma cuadrática determina- 
da positiva es ortogonal cuando, y sólo cuando, esa forma es una 
suma de cuadrados. ¿De qué modo puede enunciarse esta tesis en el 
lenguaje de matrices? 

1275*. Demostrar que cualquier matriz regular real А puede repre- 
sentarse como А = QB, donde 0 es una matriz ortogonal y В una 
matriz triangular tipo 


Фа bis bas ee ban 
O ба bas eee Ban 
O O 03... dan 
° 0 ү 0 bnn 


con elementos positivos en la diagonal principal, y esta representación 
es única. 

1276". Demostrar que: 

a) cualquier matriz regular real A puede representarse tanto en 
forma de А = Q,B,, como А = 0,8,, donde las matrices 0, y 0, 
son ortogonales y reales у B, у Ву, simétricas reales y con menores 
angulares positivos. Cada una de dichas representaciones es única; 

b) cualquier matriz regular compleja A puede representarse tanto 
en forma de A = 0,8,, como A = B,Q,, donde las matrices Q, y Qa 
son unitarias y B, y Ву, hermitianas con menores angulares positivos 
(la matriz B se denomina hermitiana si B’ = B). Cada una de esas 
representaciones es única; 

с) sean A una matriz simétrica (o hermitiana) con menores angu- 
lares positivos y B una matriz ortogonal (unitaria correspondiente- 
mente). Demostrar que: 

1) los productos AB y BA serán matrices simétricas (hermitianas) 
con menores angulares positivos cuando, y sólo cuando, B sea una 
matriz unidad; 

2) los productos AB y BA serán ortogonales (unitarios), cuando, 
y sólo cuando, А sea una matriz unidad. 


PARTE ЈУ 


ESPACIOS VECTORIALES 
Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALES 


$ 16. Espacios vectoriales afines 


тһ). Los vectores de la base en forma 


róntes; or ojemplo z =(=1, Za, . 
En La “+ dentro dol paréntesis y las coordonadas dol vector. 


matricial, se escriben en fila 
em columna dentro del paréntesis. 
Se denomina matriz del cambto de la baso 


iclal ei. ба, -+ en por la 


nueva ej, ei, Фа matriz T = (e): en cuyas columnas se oncueñtga 
coordenadas de 10s nuevos vectores básicos en la base inicial. Así, pues. 
ses nueva o inicial están relacionadas por una igualdad matricial 


leis ер. e) = (е, Err rm ел) "Т. (0 


Para esas designaciones las coordenadas тү, ту .. ., Zp del vector 2 en la 
báse inicial se relacionan con las coordenadas zi, 24. +. -. z4 del mismo vector 
^ 


on la nueva base mediante las igualdades xy = уугу, о escriblondo en forma 


^ 4 
~ )- si ) [7] 
E E 


Se denomina subespacio lineal de un espacio vectorial R un conjunto no 
yacío (o sea, que contiene por lo menos un vector) D de vectores de Л que posee 
las siguientes propiedades: 

1) la suma æ + y de cualesquiera dos vectores де 1, pertenece de nuevo a Li 

2) el producto ææ de cualquier vector z de £ por cualquier número а per- 
tenece de nuevo a L, 

Se denomina variedad Инга: del espacio vectorial R el conjunto de P vec- 
tores de R, obtenido añadiondo un mismo vector ту a todos los vectores de 
cierto subespacio L de R. Esta relación de P у L se designará de la siguiento ma- 
nera: Р = L + 2, ó L = P—2,. Diremosque la variodad lineal P está obtenida 
de un subespacio lineal Z por medio del. desplazamionto paralelo en el vector ту. 

Se denomina dimensión de una variedad lineal la dimensión del subespacio 
lineal, desplazando paralelamente al cual зе obtuvo la variedad dada, El hecho 
de que dicha definición es correcta se desprende de la afirmación del problema 
1331. Las variedades lineales unidimensionales se llamarán rectas, y las bidi- 
mensionales, planos. 
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А 
moteicial 


Se denomina suma de dos subespacios lineales L, y Га del espacio М un con- 
junto S == L, + L, de todos los vectores pertenecientes а R, cada uno de los 
cuales se representa como z—z, + £z, donde г, € L, y Ze € Ly. Aquí la notación 
а € А signilica: sel elemento 4 pertenece alconjunio A». 56 llama intersección 
de dos subespacios lineales Z, y Ls del espacio vectorial Н el conjunto D = 
= L, f| La de todos los vectores de Н, сада uno de los cuales pertenece tanto а 
Та, como à Le. > 

Se denomina suma directa de dos sube в lineales Z, y L; del espacio 
vectorial R la suma de estos эмри а condición de que su intersección соп- 
siste sólo del vector nulo, es decir, L, П La = 0. En caso de la suma diracta 
escribiremos 5 = Ly + Le. 

El espacio vectorial n-dimensional se indicará con la notación Ра, Si no 
se dice de antomano lo contra: se considera que а título de campo principal 
So foma el campo de los пйтегоз reales, o sea, А, consiste de todos los vectores 
m-dimensionales con cualesquiera coordenadas reales. 


Los vectores er, ез... ., €, Y т vienen dados por sus coordenadas 
en cierta base. Mostrar que los vectores е, €z, . . ел forman de 
por sí una base у hallar las coordenadas del vector » en esta base: 

1277. e, = (1, 1, 1), es = (1, 1,2), e, = (1, 2, 3); 2 = (6,9, 14). 

1278. e, = (2, 1, —8), е, = (3, 2, —5), e, = (1, —1, 1); 

= = (6, 2, —7). 
1279. e, = (1,2, —1,.—2), е, = (2, 3, 0, —1), e, = (1,2,1, 4), 
e, = (1. 3, —1, 0); 2 = (7, 14, —1, 2). +: 

Demostrar que cada uno de los dos sistemas de vectores es base 
y hallar la rolación entro las coordenadas del mismo vector en estas 
dos bases: 

1280. e, = (1, 2, 1), е, = (2, 3, 3). ез = (8,7, 1); e; = (3, 1, 4), 

e; = (5, 2, 1), e; = (1, 1, —6). 
1281. e, = (1, 1, 4, 1), e, = (1, 2, 1,1), es 
е, = (1,3,2, 3); е; = (1,0,3,3),е; = (—2, 
e, = (2, 2, 5, 4), ej = (—2, —3, —4, —4). 
1282. Hallar las coordenadas del polinomio 
f(z) = a, + az > аы? +... 4 apa” 

a) en la base 4, z, zê, . 

b) en la base 1, z — c, JN cus (2— a)", aclarando 
que los últimos polinomios forman en realidad una base. 

1283. Hallar la matriz del cambio de la base 1, 2,2%... 2" 
por la base 1, 2 — æ, (z — a)?, ..., (z — a)" del espacio de los 
polinomios de grado inferior o igual а m. 

1284. ¿De qué modo variará la matriz del cambio de una base 
por otra si: 

a) se cambian de sitio dos vectores de la primera basc?, 

b) se cambian de sitio dos vectores de la segunda base?s, , 

c) se escriben los vectores de ambas bases en orden inverso? 

iSerá un subespacio lineal del correspondiente espacio vectorial 
cada uno de los conjuntos de los vectores mencionados en los siguien- 
tes problemas? 


1, 2, 1), 


= 
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1285. Todos los vectores del espacio vectorial n-dimensional, 
cuyas coordenadas son números enteros. 

1286. Todos los vectores del plano, cada uno de los cuales yace 
en uno de los ejes de coordenadas Ox y ду. 

1287. Todos los vectores dol plano, cuyos extremos yacen en 
una recta dada (si no se dice de antemano lo contrario, el origen de 
е vector se supone coincidente con el origen de las coorde- 
nadas). 

1288. Todos los vectores del plano, cuyos orígenes y extremos 
yacen bn la recta dada. 

1289. Todos los vectores de un espacio tridimensional, cuyos 
extremos no están en la recta dada. 

1290. Todos los vectores del plano, cuyos extremos yacen en 
el primer cuadrante del sistema de coordenadas. 

1291. Todos los vectores de Ra, cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación z + z, +... + za = 0. 

1292. Todos los vectores de Rn, cuyas coordenadas satisfacen Ја 
ecuación zr + zy... + а = d. 

1293. Todos los vectores que son combinaciones lineales de 
vectores dados: ду, £a, . . ., Za de Ra. 

1294. Enumerar todos los subespacios lineales de un espacio 
vectorial tridimensional. 

1295. Supongamos que el subespacio lineal L, contiene el subespa- 
cio lineal у, Demostrar que la dimensión de Z, no supera a la de La, 
con Ja particularidad de que las dimensiones son iguales entre sí 
cuando, y sólo cuando, L, = Ly. ¿Es válida la última afirmación 
para cualesquiera dos subespacios lineales del espacio dado? 

4296. Demostrar quo sí la suma de las dimensiones de dos subespa- 
cios lineales del espacio n-dimensional supera a n. dichos subespacios 
poseen un vector no nulo común. 


Demostrar que los siguientes sistemas de vectores forman subespa- 
cios lineales y hallar su base y dimensión: 

1297. Todos los vectores n-dimensionales, que tienen iguales 
ја primera coordenada y la última. 

1298. Todos los vectoros n-dimensionales, cuyas coordenadas 
con números pares son nulas. 

1299. Todos los vectores n-dimensionales, cuyas coordenadas 
con nümeros pares son iguales entre sí. 

1300. Todos los vectores n-dimensionales tipo (а, B, a, B, а, р, ..) 
donde œ y $ son cualesquiera números. 

1301. Demostrar que todas las matrices cuadradas de orden п 
con elementos reales (o elementos de cualquier campo P) forman 
un espacio vectorial sobre el campo de los números reales (correspon- 
dientemente, sobre el campo P), si en calidad de operaciones se toman 
la adición de las matrices y la multiplicación de la matriz por un 
número. Hallar la base y la dimensión de ese espacio. 

1302. Demostrar que todos los polinomios de grado <n con una 
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variable que posee coeficientes reales (о coeficientes de cualquier 
campo P) forman un espacio vectorial si a título de operaciones se 
toman las operaciones corrientes de adición de los polinomios y mul- 
tiplicación del polinomio por un número. Hallar la base y dimensión 
de dicho espacio. 

1303. Demostrar que todas las matrices simétricas forman un 
subespacio lineal del espacio de todas las matrices cuadradas de 
orden n. Hallar la base y dimensión de dicho subespacio. 

1304. Demostrar que las matrices antisimétricas forman un subes- 
pacio lineal dol espacio de todas las matrices cuadradas de orden п. 
Hallar la base y dimensión de dicho subespacio. 

1305. Demostrar que si el subespacio lineal £ del espacio de 
polinomios de grado <n contiene por lo menos un polinomio de 
grado k para К = 0, 1, 2, . . ., p, pero no contiene polinomios de 
grado k > p, entonces L coincide con el subespacio Lp de todos los 
polinomios de grado <p. 

1306. Sea f una forma cuadrática no negativa con respecto a m 
incógnitas de rango г. Demostrar que todas Jas soluciones de la ecua- 
ción f = 0 forman un subespacio lincal (п — r)-dimensional del 
espacio Ry. 

1307. Demostrar quelas soluciones de cualquier sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con п incógnitas de ráfigo r forman 
un subespacio lineal de dimensión d = n — r del espacio n-dimensio- 
nal Rn, y viceversa, para cualquier subespacio lineal L de dimensión 
d del espacio R, existe un sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
con n incógnitas de rango г = n — d, cuyas soluciones ocupan pre- 
cisamente el subespacio /, dado. 

1308. Hallar alguna base y la dimensión de un subespacio lineal 
L del espacio R, si L está dado mediante la ecuación ау + Za +... 
...+а,=0. 

1309. Demostrar que la dimensión del subespacio lineal £ tendi- 
do sobre los vectores гү, £a, . . ., La (es decir, un subespacio de todas 
las combinaciones lineales de dichos vectores), es igual al rango de 
la matriz, compuesta de las coordenadas de los vectores dados en 
alguna base, mientras que en calidad de base del subespacio L puede 
tomarso cualquier subsistema máximo linealmente independiente 
del sistema de dichos vectores. 

Hallar la dimensión y base de los subespacios lineales, tendido 
sobre los siguientes sistemas de vectores: 

131 = (2, 1, 1, 0), аз = (t, 1, 1, 1), 
3). 


= (2, 2, 0, 0, —1), a, = (1, 1 
Hallar los sistemas de ecuaciones lineales que рге! 
pacios lineales, tendidos sobre los siguientes sistemas de vectores; 
1312. a, = (1, —1, 1. 0), а, = Й, 1, 0, 1), аз = (2, 0, 4, 1). 
1313. а, = (1, —1. 1, 1, 4), a; = (1, 1, 0, 0, 3), а, = 
= (8. 4, 4, —1, 7), a, = (0, 2, 4, 1.2). 
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1314. Demostrar que la suma у la intersección де dos subespacios 
lineales del espacio R, son de por sí subespacios lineales del 
mismo espacio. 

1315. Demostrar que la suma S = L, + £, de dos subespacios 
lineales del espacio R, es igual a la intersección de todos los subespa- 
«cios lineales de R, que contienen tanto Z4, como también La. 

1346. Demostrar que la suma de las dimensiones de dos subespa- 
«cios lineales del espacio R, es igual a la dimensión de la suma más 
lo dimensión de la intersección de estos subespacios. 

Hallar la dimensión s de la suma y la dimensión d do la inter- 
sección de los subespacios lineales: L, tendido sobre los dad 
Ay, Ag, . < ак у Lo, tendido sobre los vectores by, bz, 

1317. a, = (1,2,0, 1), as = (1, 1, 1, 0); b, = (1,0, 1, o Ta 
= (1, 3, 0, 1). 

] 1318. а = (1, 1,1,1), a, = (1, —1, 1, 4), a, = (1, 3, 1, 3); 
b, = (1, 2, 0, 2), b; = (1. 2, 1, 2), ba = (3. 1, 3, 1). 

1319*. Sean L, un subespacio lineal del espacio R, con una base 
ча, аз, ss ap у La un subespacio lineal del mismo espacio con la 
base bi By... s b. 

Demostrar las iguientes reglas de construcción de la base de la 
suma S = L, + Lo y la base de la intersección D = L, f) Ly: 

1) Como base de la suma 5 sirvo el subsistema máximo lineal- 
mente independiente del sistema de vectores ај, . . ., ад, Dj, .. «y Dio 
Su construcción se reduce al cálculo del rango de la matriz formada 
de las coordenadas de ese último sistema de vectores. 

2) La base de la suma 5 puede obtenerse, añadiendo a los vectores 
linealmente independientes ај, ..., а, algunos de los vectores 
i b; (problema 659). Cambiando (si es necesario) el orden 
de los últimos vectores, puede considerarse que los vectores ay, .. ai. 


Љу + + «y b£n forman la base S. 
La igualdad 
аа, +... = bi +... + у (1) 
es equivalente al sistema de п ecuaciones lineales homogéneas con 
de + LDincógnitas 21, . . ., тк, Y1, + > «+ y; de rango s. Ya que las pri- 


meras s columnas de la matriz del sistema som linealmente inde- 
pendientes y, por consecuencia, por lo menos un menor de orden s 
en esas columnas es distinto de cero, entonces en calidad de las 
incógnitas independientes pueden tomarse las últimas k + | — s = d 


incógnitas удур, » - . Yr. Por eso puede hallarse el sistema funda- 
mental de soluc 


ес 


Жз Bigs ee Хи Vin Vias e 


эш беја ..„Ф Q) 
рага el sistema de ecuaciones (1) tal que 


cy rm о; a 


Ма al ci 


entonces el sistema de vectores 
n 
=J ub, «= 
= 
es la hase de la intersección D. 


4) [2 


Observación, Como d = Ё + 1 — s, esto da la segunda solución 
del problema 1316. 

Hallar las bases de la suma у la intersección de los subespacios 
lineales, tendidos sobre los sistemas de vectores a. .... ar y Do... 


үү 

1320. a, = (1, 2. 1), S =4 —1) a, = (1. 3, 3; b = 

= (2. 3, —1), b, = (1. 2, 2), bs я 3). 

1321. a, = (1, 2, 1, —2), а, = (2. 3, 1,0), а, = (1, 2, 2, —3); 
5, = (1, 1,1,1), PHI b, = (1, 3. 0. —4). 

1322. a, = (1, 1, 0, 0), а, = (0, 1, 1, 0), a, = (0,0, 1, 1); 5, = 

= (1,0, 1,0), be = (0. 2, 1. 1), bs = (1,2, 1, 2). 

1323. Demostrar que si la dimensión de la suma de dos subespa- 
cios lineales del espacio R, supera la dimensión de su intersección 
en una unidad, la suma-eoincide con uno de esos subespacios y la 
intersección con el otro. 

1324, Sean L, L, у L, subespacios lineales del señala В. Domos- 
trar que L será la suma directa de L, y La cuando, y sólo cuando, 
se cumplan las condiciones: 

а) L contiene L, y Ly 

b) cada vector z € L se representa univocamente en forma de 
= = z, + пр donde ау € L, 2; € Ly. En otras palabras, là suma 
L = L, + Ё, essuma directa si. y sólo si, para cualquier vector 
ж Є L la representación z = z, + z, donde z, € Li, z,€ L, ез 
unívoca. 

1325. Demostrar que la suma S de los subespacios lineales Та 
y La será suma directa cuando, y sólo cuando, por lo menos un vector 
2 ES se represente univocamente como z = 2, + ту. donde z, € Ly, 


i 


а € L, 

1326. Supongamos que el subespacio lineal Z es la suma directa 
de los subespacios lineales 2, у Ба. Demostrar que la dimensión de 
L es igual a la suma delas dimensiones de L, y L; con la particulari- 
dad de que cualesquiera bases de L, y La dan juntas la base de ё. 

1327. Demostrar que para cualquier subespacio lineal L, del 
espacio Ra puede hallarse otro subespacio Lg, tal que todo el espacio 
В, sea Ja suma directa de L, y Ly. 

1328. Demostrar que el espacio В, es la suma directa de das 
suhespacios lineales: L,, dado por la ecuación z, + xa 25: + Ла 


= 0, y Lo, dado por un sistema de ecuaciones z, = л, =... = zs. 
Hallar les proyecciones de los versores 
e, =(1.0,0...., 0), es = (0. 1,0, ен = (0,0, 0,..., 


sobre L, paralolamente а Ба y sobre La paralelamente a a. 
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1329. Demostrar que el espacio de todas las matrices cuadradas 
de orden л ез la suma directa de los subespacios lineales £, de 
matrices simétricas у L, de matrices antisimétricas. Hallar Jas 
proyecciones de A, y А, de la matriz 


dd sui 
(n m | 
00...1 


sobre L, paralelamente а L, y sobre L, paralelamente a £j. 
1330. Demostrar que las soluciones de cualquier sistema compa- 


tible de ecuaciones lineales con n incógnitas de rango r forman una 
variedad lineal del espacio R, de dimensión d = n — r, y viceversa, 
para cualquier variedad lineal d-dimensional P del espacio R, existe 
un sistema de ecuaciones lineales con n incógnitas derango r = n — d, 
cuyas soluciones ocupan precisamente Ја variedad / dada. 

1331. Supongamos que se dan dos variedades lincales (véaso la 
introducción) P, = L, +21 y Р» = L,- аз, donde £,, Ly son 
subespacios lineales y ay, та, vectores del espacio Ra. Demostrar 
que J^, = P, cuando, y sólo cuando, L, = L, y 2, — z, € Ly. Así, 
pues, el espacio lineal, desplazando paralelamente el cual se obtione 
dicha variedad, se determina univocamente, 

1332. Demostrar que si P = L + zy. donde L es un subespacio 
lineal y zy, un vector del espacio R,, entonces el vector zo perteneco 
a la variedad P y después de sustituir este vector por cualquier vector 
x Є 1? se obtieno la misma variedad P. 

1933. Demostrar que si una recta tieno dos puntos comunes con 
la variedad, lineal, ella está toda en esa variedad (en este caso el 
punto se identifica con el vector el cual tiene las mismas coordena- 
das que el punto, es decir, el cual va desde el origen de las соотдера- 
das hacia el punto dado). 

1334*. Demostrar que cualesquiera dos rectas del espacio В, 
(n > 3) están en cierta variedad lineal tridimensional que yace 


1335. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
dos rectas æ = a, + ам y т = b, + b,t del espacio А, (n> 1) 
se encuentren en un mismo plano. 

1336. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
dos rectas 2 = ay + а! y z = b, + b,t pasen рог un mismo punto 
pero que no coincidan. Indicar el método de büsqueda del punto do 
intersección de esas rectas. 


Hallar el punto de intersección de dos rectas ay + ast y by + bt: 
5, 


1337. а, = (2, 1, 1 = (2, 3, 1, 4, =i); b= 
= (i, 1, 2, 1, 2), b = (1, 2, 1, 0, 4). 

1338. a, = 1, 0,1, 1, 2; bo = 
= (2,2, —1, —1, —2), b ‚1,0,1, 1) 
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recta que interseque dos rectas dadas z = a, + ast yx = by + bit. 
Indicar el método de construcción de semejante recta y los puntos 
de intersección de ella con las rectas dadas. 


Hallar una recta que pasa a través де un punto, dado por el vector 
< y que interseca las rectas т = a, + а, 2 = by + 611 y buscar los 
puntos de intersección de la recta buscada con las dos rectas dadas: 

1340. ay = (1,0, —2,1),a, = (1,2, —1, —5); bo = (0, 1, 1, —1), 

= (2, 3, —2, —á); e = (8, 9, —11, —45). 

яй. а, = (4, 1, 4, 1), a = (1, 2, 1, O); b = (2, 2, 3, 1), 
ъ= (1, 0, 1, 3: е = (4, 5, 2, 7). 

1342. Domostrar que cualesquiera dos planos del espacio А, 
están en la variedad lineal de dimensión <5. 

1343. Demostrar que dos variedades lineales del espacio А, 
de dimensiones k y 1, respectivamente, están en la variedad lineal 
de dimensión <k+1+4. 

1844. Demostrar que si dos variedades lineales — ^ de dimensión 
k y О de dimensión — del espacio R, tienen un punto común con 
la particularidad de que k + 1 > n, su intersección es una variedad 
lineal de dimensión >k + 1— n. ¿Qué teoremas se desprenden de 
aquí para los espacios tridimensional y cuadridimensipnal? 

1345. Describir todos los casos de la disposición mutua de dos 
planos x = а, + atit ан, y £ = b, + bitit bat, en un espacio 
n-dimensional y señalar las condiciones necesarias y suficientes para 
«ada uno de estos casos. 

1346. Sean 


ар ад, · ак (1) 


cualesquiera # + 1 vectores del espacio R,. Demostrar que todos 
los vectores tipo 


т = аа, + ща, +... + 044. (2) 
dondo los números a, пл, 


sfacen la condición 
AA+... Фа =, 3) 


forman una variedad lineal P, cuya dimensión es igual al rango 
del sistema de vectores 


„оу Si 


а. —а. .... Gi — а. [2] 


P es una variedad de dimensión mínima que contiene todos los 
vectores (1). El papel de a, lo puede desempeñar cualquiera de estos 
vectores. Viceversa, para cualquier variedad lineal k-dimensional P 
existe un sistema de k + 1 vectores (1), tal que P consta de todos 
los vectores tipo (2) a condición de (3), con la particularidad que el 
sistema de vectores (4) es linealmente independiente. 

1347*. Se denomina segmento con extremos en los puntos dados por 
los vectores ал, a del espacio R, el conjunto de todos los puntos, dados 
por los vectores tipo т = да; + азаг, donde а + о, = 1 y 0< 
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<a «x d, 0 < а, <{ 1. El conjunto M de los puntos del espacio 
R, se denomina convexo si para cualesquiera dos puntos de М todo 
el segmento con los extremos en dichos puntos está en M. Mostrar 
que la intersección de cualquier sistema de conjuntos convexos del 
espacio Я, es un conjunto convexo. Se llama clausura convexa del 
conjunto dado A del espacio R, la intersección de todos los conjuntos 
convexos de R, que están en A. Demostrar que la clausura convexa 
de un sistema finito de puntos pertenecientes а R,, dados рог los 
“vectores ау, a, . . ., ау, consta de todos los puntos dados por los 


vectores tipo 2 = оа + 030, +... + daaa, donde Y a =1 y 
m 


Osca, 1 (Le 1, 2... E. 

. 1948*. Hallar la forma de un cuerpo en la sección de un parale- 
lepípedo cuadridimensional (on caso del sistema cartesiano rectangu- 
lar de coordenadas es un cubo cuadridimensional) | z; | < 1 (i = 1, 
2, 3, 4) por un hiperplano tridimensiona! con la ecuación 2, + =, + 
+ а + а = 0. 

1349*. Hallar la proyección de un tetraedro cuadridimensional, 
limitado por subespacios tridimensionales de coordenadas y el hiper- 
plano z, + ту + та + z4 = 1, sobre el subespacio ху + ту + zy + 
+ 2, = 0 paralelamente а la recta 21 = т, = z4 = z4. 

$50. Demostrar que la diagonal de un paralelepipedo n-dimen- 
sional se divide en n partes iguales por los puntos de intersección 
de ésta con las variedades lineales (n — 1)-dimensionales, trazadas 
por todos los vértices del paralelepípedo paralelamente a la variedad 
Jinedl. trazada por los extremos de todas las n aristas, cuyo origen 
coincide con uno de los extremos de dicha diagonal. 


$ 17. Espacios unitarios y euclideos 


Se denomina espacio euclideo (unitario respectivamente) At, un espacio vecto- 

risl n-dimensional sobre el campo de los números reales (complejos, correspon- 

dientomente), en el cual a cada par de vectores æ, y les corresponde un número 

real (complejo, correspondiontemente) (5, y) que ве denomina producto escalar 

de estos vectores, con la particularidad de que se cumplen las condiciones: 
а) en coso del espacio ouclídeo: 


@, у) = (Y 2. a 

(з + а y) = (а, Y) + Gne у), (2) 

(az, y) = a (z, y) (3) 

para cualquier número real æ. 
Si (æ 0, (т, х) > 0; (4) 
b) en caso del espacio unitario: 
@ = (у, ж), a» 
(zi 23, у) = (ху, y) + (т, У) e) 


lo que coincide con (2); 
(az, y) = a (е, y) e» 
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para cualquier número complejo о. 
Si zÆ 0, (£, 2) > 0, [2 
lo que coincide con (4). 
La base (o en general, un sistema de vectores) ез, ез, + . =, еп so denomina 
ortonormal si 
lue: 1, si i=j, 
les ву { O, si i 7. 


Si no hay otras indicaciones, se considera que las coordenadas de todos los 
vectores se toman en una base ortonormal. 

Los vectores z e y se denominan ortogonales si (z, y) = 

Se denomina proceso de ortogonalización del sistema de vectores а, а, 
+ «y а, el paso de este sistema al nuevo фу, dz, .. ., b, construido de 
guiente manera 


i-a br (9 


dondo eL 20 


) 

si bi=0. а 
El valor de c, se obtiene, multiplicando la igualdad quo expresa dy а tra- 
vés de а, y bi (£= 1,2,..., k — 1), por b a condición de que (by, i) = 0. 


(=1, k—1), sl bj 20, у e, es cualquier número 


1351. Demostrar que de las propiedades del producto escalar, 
señaladas en la introducción, se desprenden las siguientes propieda- 
я $ 


a) (т, уу + Ya) = Gr. у) + (т, ya) para cualesquiera vectores 
del espacio euclideo (unitario); | 
b) (x, ay) = а (e, y) para cualesquiera vectores æ, y del espacio 
euclídeo y cualquier número real a; 

с) (ж, ay) = а (т, y) para cualesquiera vectores æ, y, del espacio 
unitario y cualquier número complejo a; 

d) (xy — жь y) = (ж, у) — (La Y); 

e) (т, 0) — 0. 

1352. ¿Qué propiedades debe poseer la forma bilineal g == 


= Š) aua; para que su valor con respecto a las coordenadas de 
Pn 
cualesquiera dos vectores 


(а, ж... ET] 


de wn espacio vectorial real R, en cierta base ej, е„,..., e, pueda 
tomarse como producto escalar de estos dos vectores que define el 
espacio euclideo n-dimensional? ¿A qué son iguales los productos 
escalares de los vectores de la base escogida? 

1853. Supongamos que se da una forma bilineal hermitiona g = 


= 


- p ауеуу- La raya sobre la incógnita y; significa qué al susti? 
nm 


tuir уу por su valor numérico о;у es necesario cambiar y; por el valor 
complejo conjugado ај. Supongamos que la matriz А = (а); de 
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esta forma es hermitiana, o sea, a = aj (i ]=1,2,..., п). 
Mostrar que los valores de la correspondiente forma cuadrática hermi- 


Чапа] = Y agr, son reales para cualesquiera valores complejos 


dez, za... Zn, у si la forma f es determinada positiva, o sea, 
1 > 0 para cualesquiera valores complejos de Tı, Ta, . . ., Tn, de los 
cuales no todos son nulos, entonces 21 definir el producto escalar 


mediante la igualdad (m, y) = $ anzin donde т... же 


DES 
Jas + + а Yn Son las coordenadas Чо los vectores x e y, respectiva- 
mente, en cierta base ej, . . ., e, de un espacio vectorial complejo 
Ra, dicho espacio se convierte en unitario con la particularidad de 
que cualquier espacio unitario puede obtenerse mediante este pro- 
cedimiento. 

1354. Demostrar que el producto escalar de cualesquiera dos 
vectores: 

æ == (ад, Хр о Pn) Y = (Ио Из ++ Уа) 

del espacio euclídeo se expresa рог la igualdad 


(o, y) = zuh + тш + +++ а 
cuando, y sólo cuando, la base de la cual se han tomado las coorde- 
nadas, es ortonormal. 

1355. Sean L, y La subespacios linoales de un espacio euclídeo 
(unitario) А, con la particularidad de que la dimensión de L, es 
inferior a la de Ly; demostrar que en La habrá un vector no nulo, 
ortogonal a todos los demás vectores do L,. 

1356. Demostrar que cualquier sistema de vectores no nulos 
ortogonales de dos en dos (por ejemplo, cualquier sistema ortonor- 
mal) es Miealmente independiente. 


Comprobar que los vectores de los siguientes sistemas son orto- 
gonales de dos en dos y completarlos hasta las bases ortogonales: 
1357. (1, —2, 2, —3), 1358. (1, 1, 1, —2), 
(2, —3, 2, 4). (1, 2, 3, —3). 
Hallar los vectores que completan los siguientes sistemas de 
vectores hasta las bases ortonormales: 


ss (3.4, 4). юк (ede d) 
ї ж 4 Ud. d di 
Es E а“ X т). 


Aplicando el proceso de ortogonalización (véase la introducción), 
<onstruir la hase ortogonal del subespacio, tendido sobre el sistema 
de vectores dado: 


1361. (1,2, 2, —1). 1362. (1, 1, —1, —2), 
4.1, —5 3), (5, 8, —2, —3), 
(3, 2, 8,—7) (3, 9, 3, 8). 
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1363. (2, 3, —1), 


(1, 3, —3), 
@, 0), 
(5, 8). 


1364. Se denomina complemento ortogonal del subespacio L del 
espacio R, el conjunto L* de todos los vectores de H,, cada uno de 
los cuales es ortogonal a todos los vectores de L. 

Demostrar que: 

a) L* es un subespacio lineal del espacio Rn; 

b) la suma de las dimensiones de L у £* os igual a л; 

c) el espacio R, es la suma directa do los subespacios L y L*. 

1365. Demostrar que el complemento ortogonal al subespacio 
lineal del espacio R, posee las propiedades: 

а) (L*)* = L; b) (а + Бој“ = L} N 

c) (А NE)" = Lt + Lt; d) Rt = 0, 0% = Ry. 

Aquí 0 es un subespacio nulo que contiene sólo el vector nulo 0, 

1366. Hallar la base del complemento ortogonal L* del subespa- 
cio L, tendido sobre los vectores: “ 


a = (1, 0, 2, 1), a, = (2, 1, 2, 3), а, = (0, 1, —2; 1). 


1367. El subespacio lineal L se da mediante las ecuaciones: 


2 + х,+3%—%, = 0, 
3n + 22, — 22, =0, 
За + 2. + 9 — =, = 0. 


Hallar las ecuaciones que doterminan el complemento ortogonal 
1 


1368. Mostrar que la representación del subespacio lineal L 
del espacio R, y de su complemento ortogonal L* en una base orto- 
normal están relacionadas de la siguiente manera: los coeficientes 
del sistema linealmente independiente de ecuaciones lineales, que 
determina uno de esos subespacios, sirven de coordenadas de los 
vectores de la base del otro subespacio. 

1369. Sea L un subespacio lineal del espacio R,. Demostrar que 
cualquier vector æ perteneciente а R, so representa unfvocamente 
como x = у + z, donde y pertenece а Г, у z es ortogonal а L. y se 
denomina proyección ortogonal del vector z sobre el subespacio L, 
у z es la componente ortogonal de x con respecto а L. Indicar el 
procedimiento para calcular y y z. ` 


Hallar la proyección ortogonal y y la componente ortogonal = 
del vector æ sobre el subespacio lineal L: 

1370. z = (4, —1, —3, 4). L está tendido sobre los vectores 
а = (1, 1, 1, 1), а, = (1, 2, 2, —1), a, = (1, 0, 0, 3). 

1371. т = (5, 2, —2, 2). L está tendido sobre los vectores a, = 
= (2, 1, 1, —1), а, = (1, 1, 3, 0), а, = (1, 2, 8, 1). 
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1372. x = (7, —4, —1, 2). L se determina mediante el sistema 
de ecuaciones 
a+ а + 23+ 32; = 0, 
Ba, + 22, + 223+ ла 
ж + 2л, + 22, — 9, = 0. 
1373*. Se denomina distancia desde el punto, dado por el vector 2, 
hastaa variedad lineal Р = L + æ, el mínimo de las distancias desde 
* el punto dado hasta los puntos de la variedad, es decir, el mínimo de 
longitudes de los vectores z — 1, donde u es un vector de P. 
Demostrar que esta distancia es igual a la longitud de la com- 
ponente ortogonal z del vector т — =, con respecto al subespacio 
lineal L, desplazando paralelamente el cual so obtiene la variedad Р. 
1374. Hallar la distancia desde e! punto, determinado por el 
vector z, hasta la variedad lineal que se da mediante el sistema de 
ecuaciones: 
а) x= (4 2, —5, 1); 
За — 2z- гә + 25, 9, 
22, — åts + 225 + 30, = 12. 
b) 2=(2, 4, —4,2); 
а + 2t, +t — =, 
2 + 32, + та — За = 2. 
1375“. Demostrar que la distancia d desde el punto, determina- 
do por el vector х, hasta la variedad lineal P = L + хо, donde L 


es уп subespacio lineal con la base a, as. . . ., ау, se calcula mediante 
el determinante de Gram (véase el problema 1415) según la fórmula 


P 


1376*. Se denomina distancia entre dos variedades lineales 
Ру =L, +æ, y Р. == Ба + жу el mínimo de las distancias de 
cualesquiera dos puntos, uno de los cuales pertenece a P, y el otro, 
a P4. Demostrar que esta distancia es igual а la longitud de la com- 
ponente ortogonal del vector z, — z, con respecto al subespacio 
lineal L = L, + Lo. 

1377. Hallar la distancia entro dos planos z = «f, + Gata + 24 
уа = ast, + aat: + хэ, donde 

а = (1, 2,2,2), a, = (2, —2, 1, 2, 
аз = (2, 0, 2, 1), a, = (1, —2, 0, —1); 
зү = (4, 5, 3, 2, z,— (1, —2, 1, —3). 

1378". Se denomina símplice n-dimensional regular de un espacio 
euclídeo Rp (р > n) una clausura convexa (véase el problema 1347) 
del sistema den + 1 puntos que se encuentran uno de otro a distancia 
igual. Los puntos del sistema dado se denominan vértices; los segmen- 
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tos que los unen, aristas, y las clausuras convexas de los subsistemas 
de k + 1 puntos del sistema dado se llaman facetas k-dimensionales 
del símplice. Dos facetas se denominan opuestas si no tienen vértices 
comunes y cualquiera de las n + 1 vértices del símplice es el vértice 
de una de esas facetas. 

Hallar la distancia entre dos facetas opuestas de dimensiones 
k y n — k — 1 de un símplice n-dimensional, con las aristas cuya 
longitud es igual a Ja unidad, y demostrar qué dicha distancia es 
igual a la de entre los centros de esas facetas. 

1379*. Sea е un vector de Jongitud igual a la unidad del espacio 
euclídeo (o unitario) Ra. Demostrar que cualquier vector x pertene- 
ciente а R, se representa unívocamente como a = ae -+ z, donde 
(z, е) = 0. El número о se llama proyección del vector a sobre la 
dirección de e y se designa por pr.a. 

Demostrar que: 

а) pre (a y) = pra ж + prey; Б) рт, (12) 


À pr, æ: с) pr, z— 
= (æ, e); d) para cualquier base ortonormal ез, 


2 €n y cualquier 
vector æ se cumple la igualdad z = Ў) (pr. z)-ei. 
= 


1380*. Sea ej, .... Фу un sistema ortonormal de vectores del 
espacio euclideo R,. Demostrar que para cualquier vector т de Ra 
tiene lugar la desigualdad (desigualdad de Bessel) 


А 
PL IET 


con la particularidad de que esta desigualdad se convierte en igualdad 
(igualdad de Parseval) para cualquier z perteneciente a H, cuando, 
y sólo cuando, k == n, o sea, el sistema e}, . . ., e, es una base orto- 
normal, 

1381*. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 


(o, 0) < (e, 2) (y, y) 


para cualesquiera vectores a c y del espacio euclideo con la parti- 
cularidad de que el signo de igualdad surge si, y sólo si, los vectores 
ж e y son linealmente dependientes. 
1382*. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 
@, y) (и, m) < (z, 2) (у, y) 

para cualesquiera vectores z e y del espacio unitario con la particu- 
laridad de que el signo de igualdad aparece cuando, y sólo cuando, 
los vectores z e y son linealmente dependientes. 


1883. Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, 
demostrar las siguientes desigualdades: 


y (Жаы Sa Ўы 
«м< 


ie 163 


para cualesquiera números reales д, ..., а„; bis + > «+ ћу (véase el 
problema 503); 


D 12 ав, ш 10,1 


para cualesquiera números complejos ау, . 
el: problema 505). 

1384. En un espacio vectorial de dimensión infinita de todas las 
funciones reales, continuas en el segmento la, b] con las corrientes 
adición de las funciones y multiplicación de la función por un núme- 


ani ћу, - - by (véase 


хо, se da un producto escalar (f, g) = | / (2) (а) de. Comprobar Ја 


verificación do todas las propiedades del producto escalar del espacio 
euclídeo (véase la introducción) y escribir la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski para este espacio. 


Hallar las longitudes de los lados y los ángulos interiores de los 
triángulos, cuyos vértices están dados por sus coordenadas: 
1385. A (2,4, 2, 4, 2), B (6, 4, 4, 4, 6), C (5, 7, 5,1,2). 


1386. A (1, 2, 3, 2, 1); B 9, 4, 0, 4, 3): C (1-35 V78, 
2+- VT, 3+4 V 78, 2457 V 78, 1437 V 58). 


1387. Demostrar la siguiente generalización del teorema de las 
matemáticas elementales sobre dos perpendiculares: si el vector æ 
Че! espacio euclídeo (o unit: es ortogonal а cada uno de los 
vectores ал, ds, . . ., da, es también ortogonal a cualquier vector del 
subespacio; lineal L, tendido sobre los vectores ај. Aa, . . «1 ав. 

1388. Demostrar que зі z = ay, |æ | = | а |-| у |. Aquí |2 |, 
|y | son las longitudes de los vectores z, y, respectivamente. 

1389*. Demostrar que el cuadrado de la diagonal de un paralelo- 
gramo n-dimensional es igual a la suma de los cuadrados de sus 
aristas que salen de un mismo vértice (la generalización n-dimen- 
sional dol teorema de Pitágoras). 

1390*. Demostrar el teorema de que la suma de los cuadrados de 
las diagonales del paralelogramo es igual а la suma de los cuadrados 
de sus lados. 

1391. Aplicando la multiplicación escalar de los vectores, 
demostrar el teorema de que el cuadrado del lado de un triángulo 
es igual a la suma de los cuadrados de los dos otros lados sin el 
produsta duplicado de estos lados por el coseno del ángulo entre 
ellos, 

1392. Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, 
demostrar la desigualdad de un triángulo: si p (X, Y) es la distancia 
entre los puntos X e Y, para cualesquiera tres puntos A, B y 
tenemos p (А, В) + p (B, C) > p (А, C) con la particularidad de 
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que la igualdad surge cuando, y sólo cuando, el vector z trazado de 
А a B, e y, trazado de В a С, son colineales y tienen la misma direc- 


ción. 

1398. Hallar la cantidad de diagonales de un cubo n-dimensional, 
ortogonales a la diagonal dada. 

1394. Hallar la longitud de la diagonal de un cubo n-dimensional 
con la arista a y el límite de esa longitud para n — со. 

1395. Demostrar que todas las diagonales de un cubo n-dimen- 
sional forman un mismo ángulo р, con todas sus aristas. Hallar este 
ángulo pm límite para n — oo. ¿Para qué valor de n obtendremos 

1396. Hallar la expresión paraelradio R de una esfera, circuns- 
crita alrededor de un cubo n-dimensional, a través de la arista a; 
¿cuál de estas magnitudes R y a es más grande para diferentes п? 

1397. Demostrar que la proyección ortogonal de cualquier arista 
de un cubo n-dimensional sobre cualquier diagonal de este cubo es 
igual, según su valor absoluto, a 17, de la longitud de la diagonal, 

1398*. Demostrar que las proyecciones ortogonales de los vértices 
de un cubo n-dimensional sobre cualquiera de sus diagonales, la 
dividen en n partes iguales. m 

1399*. Sean г, y vectores no nulos de un espacio 'euclídeo H,. 
Demostrar que: 

а) а = ay, donde а > 0 cuando, y sólo cuando, el ángulo entre 
æ е у es сего; 

b) x = ay, donde а < 0, cuando, у sólo cuando, el ángulo entre 
æ e y es igual a x. 

1400". Demostrar que entre todos los vectores del subespacio 
lineal £ el ángulo mínimo con el vector z dado lo forma la proyección 
ortogonal y del vector z sobre L. En este caso, la igualdad cos (z, y) = 
= cos (g, y”), dondo у’ € L, se cumple cuando, y sólo cuando, y' = 
= ay, donde a > 0. 

1401. Hallar el ángulo entre la diagonal de un cubo n-dimensional 
y su faceta k-dimensional, 


Hallar el ángulo entre el vector z y el subespacio lineal tendido 


sobre los vectores а, a, .. ., ау: 
1402. z = (2, 2, 1, 1); 1403. == (1, 0, 3, 0); 
a = (8,4, —4, —1), a, = (5, 3, 4. —3), 
а, = (0, 1, —1, 2). ау = (4, 1, 4, 5), 


a, = (2, —1‚ 1, 2). 


1404. Se denomina ángulo entre dos subespacios linealés Zy y Ly 
del espacio euclídeo R, que no tienen vectores no nulos comunes, el 
mínimo de los ángulos entre los vectores no nulos z}, 2,, donde 
а €L, х, € La. Si la intersección L, N La = D = 0, con la parti- 
cularidad de que D + Ly, D + La, se llama ángulo entre £4 y La 
al ángulo entre sus intersecciones con el complemento ortogonal D* 
e la intersección D. Si uno de los subespacios contiene el otro (por 
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ejemplo, зї los dos coinciden), el ángulo entre ellos se considera igual 
a cero. Se denomina ángulo entre variedades lineales el ángulo entro 
los subespacios que les corresponden. Mostrar que el ángulo entre 
cualesquiera subespacios o variedades siempre ostá dofinido y es 
igual a cero cuando, y sólo cuando, uno de los subespacios o varieda- 
des contiene el otro o las variedades son paralelas. 

1405*. Hallar el ángulo entre las facetas bidimensionales 
ДАМ. у AcAsA, de un símplice cuadridimensional regular (véase 
el prolflema 1378) АБА А А 341. 

1406". Hallar el ángulo entre las superficies а, + ау, + asta 
y бо + bit, + bata, donde 

a, = (3, 1, 0, 1), a, = (1,0, 0, 0), а, = (0, 1, 0, 0), 
bs = (2, i, 1, 3), 5 = (1, 1, 1, 1), d¿=(1, —, 1, —). 

1407*. Supongamos que se da un sistema linealmente indepen- 
diente de vectores er, ез, ..., e, y dos sistemas ortogonales de 
vectores no nulos fy, fas .. + fs У di Én ss do tales que los 
vectores f, y d, se expresan linealmente a través de ej, es, + 
(& = 1,2, |., з). Demostrar que fa = ода, (k= 1, 2, - 
donde a == 0. 

1408*. Sea А, +, un espacio euclídeo, en el cual a título de vec- 
tores se toman todos los polinomios de grado <n con coeficientes 
reales respecto a una indeterminada т y el producto escalar de los 

. + 


polinomios / (2) y g (2) se determina así: (f, g) = | 7 (2) g (2) dz. 


i = 
¡Demostrar que los siguientes polinomios, conocidos bajo el 
nombre de polinomios de Legendre: 


Р.) =, Py (2) = р r e—a) (к= 4, 2, a п), 


forman una base ortogonal del espacio Паза. 

1409. Partiendo de la definición de los polinomios de Logendre, 
dada en el problema anterior, hallar los polinomios P, (х) para 
k = 0, 1, 2, 3, 4. Cerciorarse de que P, (2) tiene el grado К y escri- 
bir la expresión ampliada según los grados de z, para Р, (т) siendo 
k cualquiera. 

1410*, Calcular la «longitud» del polinomio de Legendre Р, (2) 
como un vector del espacio euclídeo R,,, del problema 1408. 

14t1*. Calcular el valor del polinomio de Legendre P, (2) 
рага z = 1. 

1412*. Demostrar que si a la base 1, z, 2°, . . ., z^ del espacio 
euclídeo R,,, del problema 1408 se le aplica el proceso de ortogo- 
nalización, se obtendrán polinomios fo (z), fı (2), .. Ја (2) que 
se diferencian de los correspondientes polinomios de Legendre sólo 
por factores constantes. Hallar dichos factores. 

1413, Supongamos que el proceso de ortogonalización traslada 
los vectores ај, Ap + - ., an а los vectores bj, ba, ..., Ва, res- 


166 


pectivamente. Demostrar que б, es una componente ortogonal del 
vector a, con respecto al subespacio lineal D; ,, tendido sobre dy, . .. 
++ ака (> 0). Prosiguiendo, demostrar que 


0<161<1а1 #=12. n) 
con la particularidad de que |5, | = 0 cuando, y sólo cuando ак 
se expresa linealmente a través de ај, ..., а (k > 1) ба, = Ô 


(e = 1); |5 | = | aa | cuando, y sólo cuando, (ax, aj) =0 (ў = 
S4, 2, .. h=Lkk>Dób=1 
$ 


1414*. Demostrar que la integral ју (2) dx, donde / (z) es 


un polinomio do grado » con coeficientes reales y el coeficiente mayor 
igual a la unidad, alcanza su mínimo, igual a GGWONEC 
cuando, y sólo cuando, f (z) —- Р, (2), donde Р, (2) es el poli- 


nomio de Legendre de grado n (véase el problema 1408). 
1415. El determinante 


7 Mas а) (а, a) 
Elan s.s аута t ®) в. = y 


+ (ar, ау 
(аһ ax) 


(аһ, a) (аһ, а) ... (аһ ап) 


so denomina doterminante de Gram de los vectores ау, as, « . « а, 
del espacio euclideo (o unitario) Ra. 


Demostrar que ol determinante de Gram no varía, al aplicar 
a los vectores ау, . . ., @ el proceso de ortogonalización, es decir, 
si como resultado de la ortogonalización, los vectores ај, . 
se convertirán en vectores b,, .. ., b,, entonces 


а (ау оо ак) = g (Ва, оо by) = (Ву bi) (Da, Вз)... (Ва ba). 


Haciendo uso de esto, aclarar el sentido geométrico де g (ау, аз) 
y g (ау, аз, аз), suponiendo que los vectores son linealmente inde- 
pendientes. 

1416*. Demostrar que para que los vectores ај, ..., аһ del 
espacio euclídeo (o unitario) sean linelamente dependientes, es 
necesario y suficiente que el determinante de Gram de estos vectores 
sea nulo. 

1417*. Dos bases ej, .. n, €n Y fis ..., fa del espacio euclídeo 
(o unitario) se denominan recíprocas si 


4 para i=j, 
te Doo us tz 


Demostrar que para cualquier base ез, . . ., €, existe una base 
recíproca y ésta se determina univocamente, 


‚ау 
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1418. Sea S una matriz del cambio de la base ез, ... ., e por 
la base е}, . . ., еп. Hallar la matriz 7 del cambio de la base fj, . .- 
iz ћи reciproca de ер. . n, por la base fj... fo, reciproca 

ls iet esie 
а) 'en un espacio euelídeo; b) en un espacio unitario. 

1419*. Demostrar que el determinante de Gram g (а, . .., ак 
es nulo si los vectores ау, . . ., аһ son linealmente dependientes, 
y es, positivo si éstos son linealmente independientes, 

1220. Demostrar que si los vectores d, . . о а, linealmente 
independientes se transforman mediante el proceso de ortogonaliza- 
ción en los vectores by, .. ., b, entonces | by |? = dom 
(k= 1, 2, ..., n; el determinante de Gram con el número E 
de vectores se toma igual а la unidad). 

1421*. En un espacio de polinomios, cuyo grado no supera a n, 
con respecto a una indeterminada z con coeficientes reales, el pro- 


ducto escalar se prefija mediante la igualdad (f, 2) = {у (2) g (2) dz. 


D 

Hallar la distancia entre el origen de las coordenadas у la varie- 
dad lineal que consta de todos los polinomios de grado т con el coefi- 
ciente mayor igual a la unidad. 

1422*. Demostrar que para el determinante de Gram es válida 
la desigualdad 

0<8 (а, een a) < |а |... јал |, 

con la particularidad do que g (а, .... а) = 0 cuando, y sólo 
cuando, los vectores аз, ... ау son linealmente dependientes, 
у E lar... ay) = ја P... 1а, P cuando, у sólo cuando, bien 
los vectores а), - . ., a, son ortogonales de dos en dos, o bien por lo 
menos ung, de esos vectores es nulo. 

1423. Haciendo uso del problema anterior, demostrar la desi- 
gualdad de Hadamard, a saber: si D = | aj |} es un determinante 


con elementos reales, entonces D? «I Y) di; (vénse el problema 923), 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar cuando, 
y sólo cuando, bien 


PEL (Ese fid, j=1, 2, с. п), 


o bien el determinante D contiene una fila nula. ¿Cómo cambiará 
la afirmación para un determinante con elementos complejos? 


1424*. Demostrar que el determinante D, de la forma cuadrá- 
tica determinada positiva f= $ azzy satisfaco la igualdad 
a 
А 
Ф| аи 
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1425*. Demostrar que cualquier matriz simétrica real А = 
= (a;;) cuyos menores principales son no negativos, es la matriz 
de Gram, es decir, existe un sistema de vectores ej, ..., e, del 
espacio euclídeo H,, tal que 


(en e) = ау (51712, ... п). 
1426*. Demostrar que cualquier matriz hermitiana A = (а: 05, 
cuyos menores principales son no negativos, es la matriz de Gram, 


о sea, existe un sistema de vectores ej, .. ., €, de un espacio uni- 
tario R,, tal que 


(е, e) = ау (6,]=1,2, 


PROS 


1427*. Determinemos el volumen de wn paralelepipedo r-di- 
mensional —construido en los vectores ај, а, . . ., а, linealmente 
independientes, del espacio euclideo— de modo inductivo mediante 
las condiciones: 

1) V (a) = | а l; 

2) Y (a, an) = У(а,.... а), donde hp es la lon- 
gitud de la componente ortogonal del vector a, con respecto al subes- 
pacio, tendido sobre los vectores ај, .. ., ал. Demostrar que 


V (as oo as а) = Уг а, -. 4) = 1041, 


donde D es un determinante formado de las coordenadas de los vec- 
tores dados en alguna base ortonormal del espacio n-dimensional, 
tendido sobre los vectores dy, ...,а„ 

14 28*. Demostrar que el volumen del paralelepipedo n-dimen- 
sional no supera al producto de las longitudes de sus aristas que salen 
de un vértice, y es igual a dicho producto cuando, y sólo cuando, 
estas aristas son ortogonales de dos en dos, es decir, А, el рага- 
lelepipedo es un paralelogramo. 

1429*. Demostrar la siguiente propiedad del determinante de 
Gram: 


g (ay «mo bis oe D) < 8 (ар, -o a aa) g (bas ooa b) (1) 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar cuando, 
y sólo cuando, bien 


(a, 5) =0 ((=1,2...ki j=1,2...) (2) 


o bien por lo menos uno de los subsistemas ау, . . ., ay y бу, ..., bi 
es linealmente dependiente. 

1430*. Demostrar la siguiente propiedad del volumen de um 
paralelepípedo: V (d, .. ., аҳ; Q5) € V (ај, V аһ) X^ 
X V (01, - . ~, b) con la particularidad de que el signo de igualdad 
tiene lugar cuando, y sólo cuando, (a;, bj) = 0 (i = 1, 2, „k; 

= 1, D. 
/ 1481. Demostrar que si А es una matriz simétrica real де orden т 
con menores principales no negativos, A, es una matriz de orden 
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Ж& << п en el ángulo superior izquierdo y А,, una matriz de orden 
n — ken el ángulo inferior derecho de la matriz А, | А | < | 41 | X 
X |A, | (compárese con el problema 922). 

1432*. Resolver el problema, análogo al anterior, si А es una 
matriz hermitiana con menores principales no negativos. 

1433*. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
СА. números positivos 


ay (13=0,1,2,... п; 1>/) (1) 
sean: 

a) distancias de todos los posibles pares de vértices de cierto 
símplice n-dimensional de un espacio euclídeo R, (es decir, del siste- 
ma de n + 1 puntos que no yacen en una variedad lineal (n — 1)-di- 
mensional); 

b) distancias de todos los posibles pares de puntos de cierto 
sistema de n + 1 puntos del espacio euclideo Rn. 


$ 18, Transformaciones lineales de los espacios 
vectoriales arbitrarios 


En este párrafo, a cierta excepción, se examinan transformaciones lineales 
40 los espacios vectoriales afines. Las transformaciones de los espacios euclídeos 
y unitarios se estudian оп ol siguiente párrafo. 

¡Las transformaciones lineales se indican con la notación y, y, oto., la ima- 
gen del vector z durante la transformación q, con qz, el sistema de vectores 
град, ..., фал, срп ф(а....‚ ад). 

нба бию matriz До a iramalormación lineal q en la baso 65, . ¿65 en 
una matriz Ap, cuyas columnas se forman de las coordenadas de las Imágenes 
«de la base gei, ..., qe, en la misma base ej, .. ., €n; en otras palabras, la 
matriz Ay se determina mediante la igualda 


¿o 


P lers -e ед) = (е. са) Ау. [a 
en T la matciz del cambio de la base e, . . . e, por la base fy, . . ., fn (véase. 
la introducción al $ 16), Ay y By son las matrices de la transformación qon la 
primera y segunda bases, respoctivamonte. Entonces tiene lugar la rolación 


By = ТА Т. (2) 


Las coordenadas уд, .. ., Yn де la imagen pz del vector para la transforma- 

ción lineal q se expresan mediante las coordenadas de z}, . . ., та de la preima- 

gon de æ en la misma base con ayuda de la matriz Ау = (а,у}р de la transfor- 
E 


mación lineal q eu la misma base de la siguiente manera: yj = У) ayz; (i = 


<=1,..., n) о en la anotación matricial: 


n = 

е a 
Un Ta 

Se denominan suma de q + зр, producto de рр de dos transformaciones li- 


voles Ф y y y producto de аф del número а por la transformación lineal q del 
470 


espacio H, las transformaciones que se determinan respectivamente por las 
igualdades 

(p +y) 2 = ф® + pr, (99) ж = € (фа), (ор) ж = а (Фа), 
para cualquier vector æ del espacio Rp. 


1434. Demostrar que el giro del plano en un ángulo « alrededor 
del origen de coordenadas es una transformación lineal y hallar la 
matriz de esta transformación en cualquier base ortonormal si la 
dirección positiva de la lectura de Jos ángulos coincide con la del 
giro más corto que transforma el primer vector básico en el segundo. 

435. Demostrar que el giro de un espacio tridimensional en un 
ángulo 22/3 alrededor de una recta, prefijada en un sistema rectan- 
gular de coordenadas mediante las ecuaciones z, = ха = ту, es una 
transformación lineal y hallar la matriz de esta transformación en 
la base de versores еј, ез, ез de los ejes de coordenadas. 

1436. Demostrar que la proección de un espacio tridimensional 
sobre el eje de coordenadas del vector e, paralelamente al plano de 
coordenadas de los vectores е, y ез es una transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de ej, ез, ез. 

1437. Demostrar que la proyección de un espacio tridimensional 
sobre el plano de coorderiadas de los vectores е, ez paralelamente 
al eje de coordenadas del vector e, es una transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de е, ез, es. 

1438. Demostrar que la proyección ortogonal de un espacio tri- 
dimensional sobre el eje que forma ángulos iguales con los сјез de 
un sistema rectangular de coordenadas, es una transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de los versores de losejes de coordenadas. 

1439. Sea el espacio R, una suma directa de los subespacios 
lineales L, con la base ау, ‚ ау у L, con la base dy +, - +, An 
Demostrar que la proyección del espacio sobre L, paralelamente 
a L, es una transformación lincal y hallar la matriz de dicha trans- 
formación еп la base а; 

1440. Demostrar que nica transformación lineal del 
espacio На que convierte los vectores linealmente independientes 

пу > +++ ал dados еп los vectores bj, . . ., b, dados. ¿De qué modo 
КҮГЕ la matriz de esta transformación en la base а... а? 


Aclarar cuáles de las siguientes transformaciones q, prefijadas 
mediante la representación de las coordenadas del vector qa como 
funciones de las coordenadas del vector x, son linealos, y en caso de 
la linealidad, hallar sus matrices en la misma base en la que se dan 
las coordenadas de los vectores x y qz. 


1441. qu = (к, + т 2лу + ту, Зд — Ta + Ta). 

1442. qu = (zy, ту + 1, та +2). 

1443. qz = (27, + т, m, + а 23). 

1444. qu = (1, — Ta + та, Tas та). 

Demostrar que existe la única transformación lineal de un espa- 
cio tridimensional que convierte los vectores ar, аз, азеп by, Ds, Da, 


И 


respectivamente, y hallar Ја matriz de esta transformación en la 
misma base, en la cual se dan las coordenadas de todos los vectores: 


1445. a, = (2, 3, 5), 


a, = (0, 1, 2), 
(1, 0, 0), 

1446. а, = (2, 0, 3), 
а, = (4, 1, 5), 


аз = (3, 1, 2), 
1447. Supongamos que la transformación lineal ф del espacio 
R, convierto los vectores linealmente independientes а,...,а„ 
en vectores bi, ..., b,, respectivamente. Demostrar que la matriz 
Аб de dicha transformación en cierta base ej, . . ., e, puede hallarse 
de la igualdad A, = ВА“, donde las columnas de las matrices 
A y B constan de las coordenadas de los vectores ay, . . ., a, y de 
Bi, - . ss b,, respectivamente, en la base ер, .. .. €n- 

1448. Demostrar que la transformación de un espacio tridimen- 
sional qz = (z, a) a, donde а == (1, 2, 3), es una transformación 
lineal y hallar sus matrices en una base ortonormal ез, ез, es, en 
Ja cual se dan las coordenadas de todos sus vectores, y en la base de 
b, = (1, 0, 1), b, = (2,0, —1), # = (1. 1, 0). 

1449. Mostrar que las multiplicaciones de las matrices cuadradas 
de segundo orden a) a la izquierda, b) a la derecha por una matriz 


(2%) dada son transformaciones lineales del espacio de todas las 


matrices de segundo orden, y hallar las matrices de estas transforma- 
ciones en la base que consta de las matrices: 


10 00 01 оо 
(бо * (uh 00), (ба 
1450. Mostrar que Ја diferenciación es una transformación lineal 
de un espacio de todos los polinomios de grado «n con respecto a una 
indeterminada con coeficientes reales, 


Hallor la matriz de esta transformación en la base: 
By Sorge, e dap: 


D) 1, 2—6, EFÈ, ..., EZA, donde с es un número real. 


1451. ¿Cómo cambiará Ја matriz de una transformación lineal 
si en la base е, €p, ..., €, se permutan de lugar dos vectores 
ej ер 

1452. La transformación lineal ф en la base ез, ез, es, e, tiene 
la matriz 


12 01 
3 0—12 
25 за | 
їз #9 
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Hallar la matriz de la misma transiormación en la base: 

а) ер, e вз, еш 

b) e е + es, е, + e, + es, е, + 6, + 6, + е. 

1453. La transformación lineal q en la base ej, ез, ез tiene una 


matriz 
15 —11 5 
(= —15 з). 
в —7 6 
Hallar su matriz еп la baso 
di = 2e, + Зе, + ез, fa == 3e, + е, + Cp fa = е + 20, + де». 
1454. La transformación lineal q en la base a, = (8, —6, 7), 
а, = (46, 7, —13), аз = (9, —3, 7) tiene la matriz 
1 —18 15 
(~ -2 2). 
1 —25 22 


Hallar su matriz enla base 4 
b = (1, —2, 1), b, = (8, —1, 2), b = (2, 1, 2). 

1455. Demostrar que las matrices de una misma transformación 
en dos bases coinciden cuando, y sólo cuando, la matriz del cambio 
de una de esas bases por otra es conmutativa con la matriz de dicha 
transformación linoal en una do las bases dadas. 

1456. Demostrar que cualquier transformación lineal ф de un 
espacio unidimensional se reduce a la multiplicación de todos los 
vectores por un mismo número, es decir, qz = cz, para cualquier 
vector 2. 

1457. Supongamos que la transformación Ф en la base а; = 


= (1, 2), a, = (2, 3) tiene la matriz (25). La transformación y 


en la base b, = (8, 1), b, = (4, 2) tiene la matriz (55). 


Hallar la matriz de transformación q + y en la base b, а. 

1458. La transformación p en la baso a, = (—3, 7), a, = (1, —2) 
tiene la matriz (2 73), y la transformación y en la base b, = 
= (6, —7), 5, = (—5, 6) tiene la matriz (12) 

Hallar la matriz de transformación «pp en la misma base en la 
que se dan las coordenadas de todos los vectores. d 

1459. Sea q una transformación lineal de un espacio de poli- 
nomios de grado <n con coeficientes reales, que pasa cada polinomio 
a su derivada. Mostrar que q^*! = 0. 

1460. Sean q una transformación lineal de diferenciación y y 
la multiplicación por z en un espacio de dimensión infinita de todos 


los polinomios con respecto a z con coeficientes reales. 
Demostrar que qi? — «^q = mpi. 
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1464. Mostrar que las transformaciones lineales de un espacio 
n-dimensional con respecto a la adición y multiplicación por un 
número forman de por sí un espacio vectorial. Hallar la dimensión 
de ese espacio. 

1462. La transformación lineal ф del espacio R, se denomina 
regular si su matriz Ag en alguna (lo que significa que en cualquiera) 
base es regular, es decir, | Ao |+ 0. Demostrar que esta definición 
es equivalente a cada una de las siguientes: la transformación Jineal Ф 
es regular si: a) de qa: = 0 se desprende que 2 = 0; b) al transfor- 
mar фу cualquier base del espacio pasa de nuevo a la base; с) la 
transformación de q es biunivoca, o sea, si 2, 7£ ту, entonces qu] F£ 
+ фаз; d) € aplica el espacio sobre todo el espacio, o sea, para cual- 
quier y € R, se encontrará æ ER, tal que qu = y; в) q posee una 
iresetormación inversa w, es decir, x (qa) = ж рага cualquier 
ER. 
1463. Sean т un vector propio de la transformación lineal p 
el cual pertenece al valor propio de 2, y / (£) un polinomio. De- 
mostrar que el mismo vector æ será un vector propio de la transfor- 
mación f (4), perteneciente al valor propio de f (A). En otras pala- 
bras, demostrar que de qz = Az se desprende que j (f) а = j (A) т. 

1464*. Scan æ un vector propio de la transformación lineal ф 
perteneciente al valor propio de A, y f (t) una función para la cual 
la transformación f (ф) tiene sentido (si q en cierta base tiene una 
matriz A, entonces f (q) se determina en la misma base mediante la 
matriz f (А) con la particularidad de que puede demostrarse que f (4) 
no depende de la elección de la base). Demostrar que el mismo vec- 
tor т será propio de la transformación f (Ф), perteneciente al valor 
propio de f 0). 


Hallar los valores y vectores propios de las transformaciones 
lineales, prefijados en cierta base mediante las matrices: 


1465. | 2-4 зу 1466 у охо 
( 5-3 3). (= ћ o). 


A 0-2 -212 

1467 ¡4 2 1468. / 1 —3 33 
(5 з). (= -6 e). 

6 —9 4 -1 -4 8 

1469. (i =] 5) 1470 / 7 —12 6 
4-78], (s —19 к). 

61—77. 12 —24 13 

1471. ( 4 —5 5) 1472 1000 

1-49), 

Ip оооо) 

0000 

1001 
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1473. 1000 1974. уз 10 0 
0000 1 10 0 
1000 з 05 —8 
0001 4 —1 8 — 


1475. Demostrar que los vectores propios de una transformación 
lineal, pertenecientes a diversos valores propios, son linealmente 
independientes. 

1476. Demostrar que cualquier matriz cuadrada А con distintos 
números característicos, es semejante a una matriz diagonal (sobre 
un campo quo contiene tanto elementos de la matriz, como también 
sus números característicos). 

1477. Demostrar que si la transformación lineal q del espacio Н, 
tiene n diferentes valores propios, cualquier transformación lineal y 
conmutativa con q, posee una base de vectores propios con la parti- 
cularidad de que cualquier vector propio de ф será propio también 

ага y. 
$ n3 Demostrar que una matriz de la transformación lineal en 
cierta base es diagonal cuando, y sólo cuando, la base consta de Jos 
vectores propios de dicha transformación. 


Aclarar cuáles de las siguientes matrices de las transformaciones 
lineales pueden reducirse a la forma diagonal, pasando a la nueva 
base. Hallar esa base y la matriz correspondiente a ella: 


1479. ( —1 3 —1 1480. /6 —5 —3 
(= 5 21). (з -à ==). 


1484*. Para la matriz А= de orden n hallar 


-3 3 1 2 -2 о 
1481. 1 а 1 
{ашыш 
1-1 1-4] 
{м —1 1 
1482. уа —3 12 001 
5 —854 010 
6 —:285 100 
1-82 2 000 
o 1 
о : 


0 
o 
B = Т-:АТ sea diagonal, 


1 
una matriz regular Т рага la cual la mai 
y hallar esa matriz B. 

1485. Se denomina polinomio mínimo para el vector æ con relación 
а la transformación lineal q el polinomio gy (A) con el coeficiente 
mayor igual a la unidad que posee el grado mínimo entre todos los 
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polinomios que anulan, para æ con respecto а p, es decir, los poli- 
momios f (+) con la propiedad f (p) = = 0. 

Se determina de modo análogo el polinomio g (^) con relación 
а la transformación lineal q para todo el espacio. Demostrar que el 
polinomio mínimo g (A) de la transformación lineal q es igual al 
mínimo común múltiplo de los polinomios mínimos para los vec- 
tores de cualquier base del espacio con respecto а Ф. 

1486*. Hallar las condiciones para las cuales la matriz A que 
posee en la diagonal secundaria los números од, од, ..., %n уеп 
los demás lugares ceros, es semejante a la matriz diagonal. 

1487. Hallar los valores y vectores propios de una transformación 
lineal que es la diferenciación de los polinomios de grado <n con 
coeficientes reales. 

1488. Sea p una transformación lineal del espacio Ra. El con- 
junto de todos los vectores qz, donde ж es cualquier vector pertene- 
ciente a Њу, se denomina imagen de R, para la transformación Ф 
о campo de valores de q. El conjunto de todos los vectores a portene- 
cientes а Ву, tales que qu = 0, se denomina preimagen completa de 
cero para la transformación ф o núcleo de ф. Demostrar que: a) el 
campo de valores de q es un subespacio lineal R, cuya dimensión 
es igual al rango de q; b) el núcleo de ф es el subespacio lineal del 
espacio R,, cuya dimensión es igual al defecto de p, es decir, а la 
diferencia entre n y el rango de q. 

1489. Sean ф una transformación lineal y L un subespacio del 
espacio R,. Demostrar que: a) la imagen qL y b) la preimagen com- 
pleta 17, del subespacio L son de nuevo subespacios para la trans- 
formación lineal q. 

1490.- Demostrar que para una transformación lineal regular Ф 
del espacio R, la dimensión: а) de la imagen 92, у b) de la proimagen 
completa/*p-IL de cualquier transformación lineal L es igual а la 
dimensión de L. : 

1491*. Designemos la dimensión del subespacio lineal L por 
dim. L y el defecto de la transformación lineal q por el def. р. De- 
mostrar que las dimensiones de la imagen y la preimagen completa 
del subespacio L del espacio А, para la transformación q satisfacen 
las desigualdades: 

a) dim. L — def. q < dim. qL < dim. L; 

b) dim. L < dim. q7L < dim. L + def. Ф. 

1492*. Haciendo uso del problema anterior, demostrar las desi- 
gualdades de Sylvester para el rango de un producto de dos matrices 
cuadradas А y В de orden n: ra + rg — n < rag < mín (r4, Ta) 
(véase el problema 931). 

1493. Demostrar que: 

а) с] rango (ф + Ф) < rango q + rango sj; 

b) def. (pp) < def. p + def. y para cualesquiera transforma- 
ciones lineales q y ф del espacio Ra. 

4494. Hallar los valores propios y los vectores propios de la 
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transformación lineal ф dada en la base а;, a5, аз, а, por la matriz 


1 0 2 —1 
0 1 4 —2 
2— о af 


241 At 2 


Mostrar que el subespacio tendido sobre los vectores a, + 2а, 
y a, + а, + 2a, es invariante con respecto а Ф. 

1495*. Demostrar que la cantidad de vectores propios, lineal- 
mente independientes, de la transformación Ф, pertenecientes a un 
valor propio de Ay no supera a la multiplicidad de ^ como raíz del 
polinomio característico de la transformación q. 

1496. Demostrar que un subespacio lineal tendido sobre cual- 
quier sistema de vectores propios de la transformación Фф, es inva- 
riante con relación а Ф. 

1497. Demostrar que el conjunto de todos los vectores propios 
de una transformación lineal q, pertenecientes a un mismo valor 
propio de A, (junto con el vector nulo), es un subespacio lineal, 
invariante con respecto а Ф. 

1498. Demostrar que todos los vectores de un espacio distintos 
de cero, son vectores propios de la transformación lineal q cuando, 
y sólo cuando, q es la transformación de semejanza, es decir, фт = 
= aw, siendo æ el mismo para cualquier vector z. 

1499. Demostrar que cualquier subespacio L, invariante con! ros- 
pecto a una transformación lineal regular q, será también invariante 
con relación a la transformación inversa ф-!. 

1500. Demostrar que: a) la imagen pL y b) la preimagen completa 
"UL del subespacio lineal L, invariante con respecto a una transfor- 
mación lineal Ф, serán ellas mismas invariantes con relación a q. 

1501. Hallar todos los subespacios lineales del espacio de los 
polinomios con respecto a una indeterminada de grado <n con coofi- 
cientes reales, subespacios invariantes con respecto a la transforma- 
ción q que convierte cualquier polinomio en su derivada. 

1502. Demostrar que la matriz de una transformación lineal p 
de un espacio n-dimensional en la base а, аз, .. ., а, es una matriz 
celular semidescompuesta tipo: 


a) (4% %,), donde A, es una matriz cuadrada de orden k<n, 
Л 


cuando, y sólo cuando, el subespacio lineal tendido sobre los pri- 

meros Ё vectores de la base а, . . ., ад, es invariante con respecto 

а ф; . 
y 

»(7 k ), donde A, es una matriz cuadrada de orden% <n, 

cuando, y sólo cuando, el subespacio lineal, tendido sobre los últimos 


n— k vectores de la base ада, - - -, ал, es invariante con res- 
pecto a q; 
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c) la matriz será descompuesta celular tipo [o ), donde 


0 Az 
A, es una matriz cuadrada de orden k, cuando, y sólo cuando, tanto 
el subespacio, tendido sobre los vectores аз, .. ., ад, como también 
el subespacio, tendido sobre los vectores а 44, · . ·, Gn, es invariante 


con respecto a Ф. 

4503*. Supongamos que la transformación lineal ф de un espacio 
n-dimensional R, en la base аз, ..., an, tieno una matriz diagonal 
con diferentes elementos en la diagonal. Hallar todos los subespacios 
lineales, invariantes con respecto a q, y determinar su cantidad. 

1504. Hallar todos los subespacios de un espacio tridimensional, 
invariantes con respecto a Ја transformación lineal, prefijada me- 


diante la matriz 
4 -2 2 
( 2 0 2). 
-i 11 


1505. Hallar todos los subespacios до un espacio tridimensional, 
invariantes simultáneamente con respecto a dos transformaciones 
lineales, prefijadas mediante las matrices: 


5 ч 4 — 23 
(= 5 =) у ( 2-3 з). 
=“ 5 3 62 


1506. Demostrar que cualesquiera dos transformaciones lineales 
conmutativaà de un espacio complejo tienen un vector propio comün. 
1 1507. Demostrar que para cualquier conjunto (aunque sea infi- 
nito) de transformaciones lineales conmutativas de dos en dos de un 
espacio complejo R, existe un vector, propio para todas las trans- 
formacidHes de dicho conjunto. 
1508. Demostrar que los vectores rádicales pertenecientes a dis- 
tintos valores propios, son linealmente independientes. 


Hallar los valoros propios y los subespacios radicales de las 
transformaciones lineales, prefijadas en cierta base mediante las 
siguientes matrices: 


1509. (4 —5 2 1510. (1 —3 4 
(s -1 з). (s -1 ]. 
6-94 6-11 


1511. (2 6 —15 1512. /0 —2 3 2 
11 5), Ne 

6 2 =) t 1 я ` 

0 0 2 0 

1—1 0 1 


1513. Demostrar quo la transformación lineal de un espacio com- 
plejo tieno una matriz diagonal en cierta base cuando, y sólo cuando, 
todos sus vectores radicales son vectores propios. 
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1514. Demostrar que un espacio complejo consta sólo de vectores 
radicales de la transformación lineal «р cuando, y sólo cuando, todos. 
los valores propios de dicha transformación son iguales entre sí. 

1515. Sean R un espacio de dimensión infinita de todas las fun- 
ciones reales f (х), definidas y con derivadas de cualquier orden en 
toda la recta numérica, para las corrientes operaciones de la suma 
de funciones y multiplicación de la función por un número, yv 
una transformación que convierte cualquier función on su derivada. 

Hallar: а) todos los valores propios y los vectores propios, b) todos 
los subespacios radicales de la transformación Ф. 

1516. El espacio R, se denomina cíclico con respecto a la trans- 
formación lineal q, si R, poseo cierta base cíclica, o sea, la base 
а, Ap, ..., Ap, para la cual 


qd. = ау, (k=1, 2, oon n 1). 
Demostrar que si Ft, es un espacio cíclico con respecto а Фу а, 
аъ... а, es una Dase cíclica, entonces: 


a) el polinomio mínimo g (А) de la transformación Ф tiene el 
grado n; 

b) el polinomio mínimo de todo el espacio coincide con el poli- 
nomio mínimo del vector“ay; 


€) si Qan = сүа, + сул, +... + Cran, el polinómio mínimo 
de la transformación q se determina mediante la igualdad 
# б) А о 0... а. t 


1517, Demostrar que si el grado del polinomio mínimo g (А) 
de la transformación lineal ф del espacio R, es igual a n y g (^) ев 
el grado del polinomio irreducible sobre el campo, sobre el cual se 
examina el espacio Rn, o sea, en caso de un espacio complejo g (А) = 
= (à — a)", entonces: 

а) R, по se descompone en una suma directa de dos subespacios, 
invariantes con respecto a q; 

b) Ra es cíclico con respecto a Ф. 

¿Qué forma tiene la matriz de la transformación q en la base 
cíclica? 

1518. Supongamos que el polinomio mínimo de la transformación 
lineal Ф del espacio R, tiene el aspecto (A — ај". Demostrar que 
existe un vector a, tal que los vectores (p — ue)t1a, (p — 
— «ву -за, ..., (P — «e)a, a, donde e es una transformación 
idéntica, forman vna base del espacio. ¿Qué forma tendrá Ja matriz 
de Ja transformación q en esta base? А 

1519. Demostrar que cualquier subespacio Z del espacio complejo. 
R,, invariante а la transformación lineal Ф, contiene unaxrecta, 
invariante con relación a ф. * 

1520. Demostrar que cualquier subespacio L de un espacio 
real Ру, invariante con respecto a la transformación lineal ф y com 
dimensión impar, contiene una recta, invariante a q. Mostrar en 
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ejemplos que para un subespacio de dimensión par la afirmación 
es incorrecta. ¿En qué condiciones L contiene una recta, todos los 
puntos de la cual permanecen inmóviles para la transformación q? 

4521. Demostrar que el espacio complejo que contiene sólo una 
recta, invariante con respecto a la transformación lineal q, es indes- 
componible en la suma directa de dos subespacios no nulos, inva- 
riantes a q. 

1522. Demostrar que el espacio complejo H, con respecto a la 
transfórmación lineal dada se descompone en la suma directa de 
subespacios (uno o varios) lineales invariantes, cada uno de los cua- 
les contiene sólo una recta invariante y, por lo tanto (conforme al 
problema anterior), en lo sucesivo es indescomponible. 

1523*, Scan p una transformación lineal del espacio К, y g (À) 
un polinomio mínimo de q. Demostrar que: 

a) si g (à) = h () k (2) y los polinomios № (А) y Е (А) son primos 
entre sí, el espacio Е, ез la suma directa de los subespacios £, 
que consta de todos los vectores tales que В (A) 2 = 0, у L, que 
consta de todos los vectores т, tales que / (^) = = 0; 

b) si g (A) = А, (A) hs (А)... А, (à) у los polinomios A, (А), 
ha 0), . . ., №, (2) son primos entre sí de dos en dos, el espacio R, 
es una suma directa de los subespacios L; (i = 1, 2, ..., з), donde 
L, consta de todos los vectores =, tales que A; (А) 2 = 0. 

1524*."La transformación lineal Ф on la base е, es, e, so prefija 


mediante la matriz 
100 
( 12 н). 
104 


Hallar el polinomio mínimo g (A) de esta transformación y la 
descompófición del espacio en una suma directa de los subespacios, 
correspondiente a la descomposición de g (A) en factores primos 
entre sí tipo (A — ај“. 

1525. Resolver un problema semejante al anterior, si la trans- 
formación lineal q ед la base e, ез, es se prefija mediante Ja matriz 


4-2 2 
( = 7 =) 

-6 6 —4 
1526. La transformación lineal Ф de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) R, se prefija mediante la igualdad qz = (т, a) a para cual- 
quier æ perteneciente a Ra con la particularidad de que a es ol vector 
no nulo dado. Hallar el polinomio mínimo g (A) de esa transforma- 
ción y la descomposición del espacio en una suma directa, corres- 
pondiente a la descomposición de g (А) en potencias primas entre sí 
de polinomios irreducibles con coeficientes reales (o polinomios 

tipo А — « en caso de un espacio unitario). 

1527. Hallar la forma de Jordan de la matriz de una transforma- 
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ción lineal q del espacio complejo А, si y posee sólo un vector propio, 
con Ja exactitud de hasta un factor numérico. 

1528. Demostrar que la cantidad de vectores propios linealmente 
independientes de la transformación lineal q, pertenecientes a un 
mismo valor propio de À, es igual a la cantidad de células con ele- 
mentos diagonales A, en la forma de Jordan de la matriz q. 

1529%, Demostrar que la base, en la cual la matriz de la trans- 
formación lineal ф de un espacio vectorial complejo R, tiene una 
forma de Jordan, puede construirse de la siguiente manera: 

A) Si no todos los valores propios de p son iguales entre sí y el 
polinomio característico tiene el aspecto 


10)= б— ћу... А) (MA para (ej). 


construimos la base del subespacio P; de todos los vectores a, tales 
que (4 — deta = 0 (e es una transformación idéntica, i = 
=d, 2... 0. 

El espacio R, será una suma directa de los subespacios Ру. Éstos 
son invariantes con respecto a q; q en P, tiene un valor propio de А 
con la particularidad de que (p — A,e)*! z = 0 para cualquier vec- 
tor æ de P,. En esta construcción puede tomarse en vez 191 polinomio 
característico 7 (А), el polinomio mínimo g (A), lo que puede reducir 
los exponentes de la potencia К. 

B) Supongamos quo q en R, tiene el único valor propio de Ao 
y k es el mínimo número positivo entero, tal que (р — Хеј“ = 0. 
Pongamos p = p — Aye. Se denomina altura de un vector æ el 
mínimo Л, tal que qz = 0. Designemos el subespacio de todos los 
vectores de altura <} (0 < h << К) por Ra. Re contiene sólo el vector 
nulo; R} coincide con todo el espacio. | 

Construimos la base de R,, la completamos hasta la base de Ry, 
Ja base obtenida la completamos hasta la base do Ну, etc., hasta que 
obtengamos la base de R, (con fin de abreviar, denominaremos estas 
bases iniciales). Para cada vector f de altura k de una base inicial 
de R, construimos una serie de vectores f, pf, YY, . . . ptf con 
ol vector inicial f. Tomamos cualquier base (por ejemplo, la inicial) 
de F,-, y los vectores de altura k — 1 de todas las series construidas. 
Tuntos estos vectores serán linealmente independientes. Los comple- 
tamos hasta la base de H,-, mediante cualesquiera vectores (por 
ejemplo, de la base inicial de А,-,). Para cada uno de los vectores f, 
tomados complementariamente (si éstos existen en general), construi 
mos una serie nueva: f, vf. Vf, .. .. у^], otc. 

Supongamos que en un cierto paso ya se han construido las series, 
en las cuales los vectores de altura k + 1 junto con cualquier base' 
de R, (por ejemplo, la inicial), forman la base de Ry +. Los yectores 
do cualquier base de R}, (por ejemplo, con la inicial) junto con los 
vectores de altura № de las series construidas serán linealmente inde- 
pendientes. Las completamos hasta la base de R, mediante cuales- 
quiera vectores (por ejemplo, pertenecientes a la base inicial de 
Rs). Para cada uno de los vectores f tomados complementariamente 
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(si existen en realidad) construimos una serie nueva: f, f, Pf, ... 
+... ЧАС]. Continuamos hasta que los vectores de todas las series 
construidas formen en total una base de todo el espacio. Después 
de escribir los vectores serie tras serie, de modo que en cada serie los 
vectores se toman en orden inverso (el vector inicial de la serie so 
toma como último en la serie dada), obtenemos la base buscada, en 
la cual la matriz de la transformación y tiene la forma de Jordan. 

С) La base, cuya construcción se da en los puntos A) y B), no 
está determinada unívocamente. Demostrar la unicidad (con la exac- 
titud de hasta el orden de la disposición de las células de Jordan) 
de la matriz de Jordan A y, semejante а la matriz cuadrada А dada 
(y por consiguiente, la unicidad de la forma de Jordan de la matriz 
de dicha transformación lineal q). A saber: demostrar que la forma 
de Jordan А y де la matriz А de orden п se determina de la siguiente 
manera, Sean К el orden máximo de las células de Jordan de la matriz 
А ; que tiene el número A, en la diagonal, т, el número do semejantes 
células de orden № (h = 1, 2,..., k), B = A — МЕ, ra el rango 
de la matriz B^ (h=0, 1, 2, ..., k, К + 1). Entonces los núme- 
ros r, se determinan mediante las fórmulas 


пута — 27 А га (#=1,2,... k) (a) 


Observación. Las fórmulas (а) nos dan ol procedimiento para 
buscar la forma de Jordan A, sin aplicar la teoría de divisores ele- 
mentales de las A-matrices. 

La transformación lineal q del espacio Zt, on la base ej, . . ., €n 
está dado mediante la matriz A. Hallar la base fy, ‚еа 
que la matriz de dicha transformación tiene Ја forma de Jordan A y, 
y hallar esa forma de Jordan (la base buscada no está determinado 
unívocamente). 


(8523 —3 1 4 
is, 4 (4 10 ==). СЕЕ -3 з). 


36 ~ -2 -3 2 
о з в 6 6 —5 
1532. а=(-! 8 5). 1533. A=|1 5 >). 
2 —14 —10 12 —2 
01 —1 1 6 —9 54 
4214 71-43 8 7 
534. А= . 5. A= . 
454 -114 10 m B —17 11 8 
“а 01 1 —2 13 


1536. А = B?, donde B= es la célula de 


Jordan de orden m. 
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1537*. La transformación lineal p del espacio Н, se denomina 
involutiva si q? = e, donde e es una transformación idéntica. Aclarar 
el sentido geométrico de la transformación involutiva. 

1538*. La transformación lineal q del espacio R, se denomina 
idempotente si q* = q. Aclarar el sentido geométrico de la transfor- 
mación idempotente. 

1539. Citar unos ejemplos de la transformación lineal p de un 
espacio tridimensional, para la cual: 

a) el espacio no es la suma directa del campo de valores de Ly 
y del núcleo £, de la transformación q (la definición se ofrece en el 
problema 1488); 

b) el espacio es la suma directa del campo de valores де Ly 
y del núcleo L, para q, pero q no es la proyección sobre £, paralela- 
mente a Ly. 


$ 19. Transformaciones lineales de los espacios 
vectoriales unitarios y euclídeos 


lA 
1540. Demostrar que la operación del paso de una transformación 
lineal q del espacio unitario (o euclídeo) a la transformación conju- 
gada ф® posee las siguientes propiedades: 


a) (ф*)* = 9; b) (Ф+%)* = фе + 
с) (уру“ = рефе; — d) (ag)* = аф®; 
e) si q es regular, (971)* = (pt). 
1541. Supongamos que e, e, es una base ortonormal de un plano 
y la e n lineal ф en la base f, = е, fa = €, + e, tiene 
A matriz (1 _{). Hallar la matriz de la transformación conju- 
gada q* en Ja misma base fı, fs. 
1542. La transformación lineal ф de um espacio euclídeo en la 


base de vectores f, = (1, 2, 1), fa = (1, 1, 2), fa = (4, 1, 0), se 
prefija mediante la matriz 


4 £5 3 
(5 5 =). 
21-8 


Hallar la matriz de la transformación conjugada q* en la misma 
base, considerando que las coordenadas de los vectores de Aa base. 
ве dan en ciorta base ortonormal. 

1543. Hallar la matriz de la transformación lineal ф* conjugada 
do la transformación p en una base ortonormal e;, es, ез si p pasa 
los vectores a, = (0, 0, 1), a, = 0. m 1), ‚ 1) a los 
vectores b, = (1, 2, 1), b, = (3, y ba = (7, —1, 4), res- 
pectivamente, donde las Sd) 2 todos los vectores se dan 
en la base еј, es, ез. 


i? 
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1544. Sean 20у un sistema rectangular de coordenadas en el plano 
y v la proyección del plano sobre el eje Oz paralelamente a la bi- 
sectriz del primero y tercer cuadrante. Hallar la transformación. 
conjugada g*. 

1545*. Sean R, = L,-- L, una descomposición del espacio 
ouclídeo (o unitario) en una suma directa de dos subespacios; ф la 
proyección de R, sobre L, paralelamente а Ба; 14 y L3 los comple- 
mentos ortogonales para L; у La, respectivamente; фр“ la transforma- 
ción conjugada de ф. Demostrar que R, = 17 + L3 y que q es la 
proyección de Н, sobro L paralelamente a L1. 

1546. Demostrar que si el subespacio L de un espacio unitario 
(о euclídeo) es invariante con respecto a la transformación lineal Ф, 
el complemento ortogonal L* es invariante а la transformación con- 
jugada q*. 

1547*. Demostrar que la transformación lineal p del espacio 
unitario R, tiene un subespacio invariante de cualquier número de 
dimensiones desde cero hasta л. 

1548*. Demostrar que para cualquier transformación lineal Ф 
dol espacio unitario existe una base ortonormal, en la cual la matriz 
de esa transformación tiene una forma triangular (teorema de Schur). 

1549. Escribir la ecuación de un plano, invariante a una trans- 
formación lineal Ф, prefijada en cierta base ortonormal mediante la 


matriz 
4 —25 17 
(4 ze»). 
15 —54 37 


11550, Demostrar que ві un mismo vector = es propio para la trans- 
formación lineal q con el valor A, y para la transformación conjugada 
q* con el-valor As, entonces №, = Xy. 

1551. Demostrar que si la transformación lineal y de un espacio 
unitario Ва tiene los valores propios Ay, Аз, ... An, los números con- 
jugados Ay, Za, . . ., й, serán los valores propios de la transfor- 
mación conjugada Фе. 

1552. Demostrar que los coeficientes correspondientes unos a 
otros de los polinomios mínimos de las transformaciones lineales 
conjugadas entre sí son mutuamente conjugados. 

1553*. Supongamos que la transformación lineal q de un ospacio 
unitario (o euclídeo) en la base еј, ..., e, posee una matriz А, 
y la transformación conjugada q* еп la base recíproca (véase el 
problema 1417) fı, ..., fs, la matriz В. Demostrar que B = F’ 
en el espacio unitario y B = А' en el espacio euclideo. 

1554*. Supongamos que el producto escalar (z, y) en cierta base 
se prefija mediante una forma bilineal f con la matriz U (en otras 
palabras, U es la matriz de Gram de los vectores de la base). Mostrar 
que la matriz А de una transformación lineal y y la matriz А, de la 
transformación conjugada ф* en dicha base se relacionan de la si- 
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guiente manera: 

а) Ај = ОЗА para el espacio euclideo; 

b) А, = U-A'U para el espacio unitario. 

Supongamos que en cierta base el producto escalar se prefija 
mediante la forma bilineal f y la transformación lineal Ф mediante 
la matriz А. Hallar la matriz A, de la transformación conjugada q* 


en la misma base: 
1555. ] = хил + Sz,. + безуз + Зла + 2230, + Элу; + 


+ жы; ЫЫ "клы 
4-(@ 0 =). 
з —2 0 


1556. f = 2211 + лу» + Taya + 201 Y, + 2021 + уз + 
+ Zayi + Zaya + тада; 
2 1 1 
A -( A-3 1 
1 2 —1 
Sean U la matriz de Gram de cierta base y A una'4natriz de la 


transformación ọ. Hallar la matriz A, де la transformación conju- 
gada q* en la misma base: 


з 14-2 120 
1557. v-( 1 4 =); а-(2 0° з). 


-2 — 2 013 

2 —1 0 1 2 —3 
1558. U=[—1 2 =); а-(2 -3 н). 

0 —1 1) 3 2 —1 


1559. Sea ф una transformación lineal del espacio euclídeo o uni- 
tario. Demostrar que (e9)* = ev*. (La definición de la función con 
respecto a la transformación lineal se da en el problema 1464.) 

1560. Demostrar que el producto de dos transformaciones orto- 
gonales (unitarias, respectivamente) es ortogonal (unitario). 

1561. Demostrar que si la transformación lineal q de un espacio 
unitario (o euclídeo) conserva las longitudes de todos los vectores, 
ella es unitaria (ortogonal, respectivamente). 

1562*. Supongamos que en un espacio unitario (o euclídeo) se 
prefija cierta transformación q, en virtud de Ја cual a cada vector 2 
lo corresponde el único vector qz. Demostrar que si la transformación 
y conserva el producto escalar, o sea, (фт, Фу) = (т, y) para cuales- 
quiera vectores z, y del espacio, q será una dransformación lineal У 
por lo tanto, unitaria (ortogonal, al Mosttar' en 
ejemplos que la conservación de los cuadrados escalares do todos 
los vectores es insuficiente para que q sea lineal. 

1563. Supongamos que la multiplicación escalar de los vectores 
del espacio R, se prefija medianto la matriz de Gram U de vectores 
de cierta base. Hallar la condición, necesaria y suficiente, para que 
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la transformación lineal Ф, prefijada en la misma base mediante la 
matriz А, sea: 

a) ortogonal de un espacio euclídeo; 

b) unitaria para un espacio unitario. 

1564. Demostrar que si dos vectores т, y de un espacio euclídeo 
(o unitario) tienen la misma longitud, oxiste una transformación 
ortogonal (unitaria, respectivamente) que hace pasar 2 a y. 

1565. Demostrar que si dos pares de vectores £, ту ө уу, уз de 
uh pacio euclídeo (o unitario) poseen las propiedades |, | = 
= Гут], |, | = | уз | y el ángulo entre z, у =, es igual al ángulo 
entre y, e ya, existe una transformación ortogonal (unitaria, respec- 
tivamente) q, tal que qz, = уу, фаз = ys. 

1566*. Supongamos que se dan dos sistemas de vectores zy, ... 
+... Ey е Yi s.s, Yn de un espacio euclídeo (o unitario). De- 
mostrar la afirmación: para que exista una transformación ortogonal 
(unitaria, respectivamente) Ф, tal que qz, = y; (i = 1, 2, .. ., №), 
өз necesario y suficiente que la matrices de Gram de ambos sistemas 
de vectores coincidan: ((ж, zj)* = (Ys. уд) 

1567*. Sea q una transformación unitaria (u ortogonal) de un 
espacio unitario (euclídeo, respectivamente) Н,. Demostrar que el 
«complemento ortogonal L* al subespacio lineal L, invariante con 
respecto а p, también es invariante a q. 

1568. Demostrar que dos transformaciones unitarias conmuta- 
tivas de un espacio unitario poseen una base ortonormal] común 
de vectores propios. 

1569*. Demostrar que para la transformación unitaria q de un 
espacio unitario: 

1a) los valores propios, según el módulo, son iguales a la unidad 
(у, por lo tanto, los números característicos de una matriz unitaria, 
чере ortogonal real, según el módulo, son iguales a la uni- 
dad); o 

b) los vectores propios, pertenecieñtes a dos distintos valores 
propios, son ortogonales; 

с) si on cierta base la matriz A de la transformación os real 
у el vector propio, perteneciente al valor propio complejo œ + Pi 
(В + 0), se representa en forma de 2 + yi, donde los voctores x o y 
tienen coordenadas reales, z e y son ortogonales y tienen una misma 
longitud con la particularidad de que 

92 = ar — бу; ey = фе + ay; (0 

4) la transformación ortogonal de un espacio euclídeo siempre 
posee un subespacio invariante unidimensional o bidimensional. 

1570*. Demostrar que: 

a) para cualquier transformación unitaria ф de un espacio uni- 
tario Kt, oxiste una baso ortonormal que consta de vectores propios 
de la transformación (р. En esta base la matriz de Ф оз diagonal con 
«elementos diagonales, iguales а la unidad, según el módulo. 

¿Qué propiedad de las matrices unitarias se desprende de aquí? 
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b) para cualquier transformación ortogonal q de un espacio euclí- 
deo R, existe una base ortonormal, en la cual la matriz de ф tiene 
una forma canónica, donde en la diagonal principal se encuentran 
las células de segundo orden tipo 

сову —sen y 
peto (P A kn) 
y las células de primer orden tipo (4-1). 

Las células de alguno de esos tipos pueden estar ausentes. Todos 
los demás elementos son nulos. ¿Cuál es el sentido geométrico de la 
transformación? ¿Qué propiedad de las matrices ortogonales reales 
se desprende de aquí? 

Para la transformación ortogonal «q, prefijada en una base orto- 
normal mediante la matriz A, hallar una base ortonormal, en la 
que la matriz 8 de esa transformación tiene la forma canónica, 
indicada en el problema 1570. Hallar la forma canónica. (La base 
buscada no está determinada unívocamente.) 


1571. 
2 2 1 
т EAS 
2 1 2 
ds cp e Ti 
ЖЕ. ' 2 2 
т T TF 
1572, у Р 
1 
т T 31 
1 1 1 
А=|+ + 3 V2|. 
1% | уме 
ИУ 10 
1573. 
1 1 5 
z уз o шы у: 
P $ 5 2 5 1 5 
= |у iv? yi. 
2 1 2 
[тк E ES 
Hallar la forma canónica В de una matriz ortogonal А y la matriz 
ortogonal Q, tal que P = 040: 
1574. 
2 1 2 
TE GE 
2 2 1 
Be жо El 
1o d Ж 
Fr Ж 3 
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1575. 


3 2 
T жо 05 
1 3 1 ~ 
з= T туб 
1 1 1 
тҮ ЖУЗ x 
1576. 
$ 4 E 1 
TO TA oW 
y 1 $ 1 
Бове 
Зи] i 1 4 do [+ 
т^ $f 
1 1 4 У 
TTF МЕ 
1577. 
4 3 $ 4 
TT т Y 
C NCC сео 
2 2 2 2 
Am] d a а aF 
TED x 
mde A end. 
LX Ж Y 
1578. Para la matriz unitaria dada 
(раи а 
А=--| —4 4—31 
9 (n —2—6i 
hallar la matriz diagonal В y la matriz unitaria Q, tales que 
B = 0740. 


1579. Demostrar que la combinación lineal de las transforma- 
ciones autoconjugadas con coeficientes reales (por ejemplo, la suma 
de dos transformaciones autoconjugadas) es una transformación 
autoconjugada. 

1580. Demostrar que el producto фу de dos transformaciones 
autoconjugadas p y w será autoconjugado cuando, y sólo cuando, 
Ф у y son conmutativas. 

1581. Demostrar que si q y p son transformaciones conjugadas, 
las transformaciones 


Фф + Фр 6 i(pp— vo) 
también serán autoconjugadas. 
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1582. Demostrar que la reflexión p de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) В, en el subespacio L, paralelamente a L, será una transfor- 
mación lineal autoconjugada cuando, y sólo cuando, L, y L, son 
ortogonales. 

1583. Demostrar que la proyección Ф de un espacio euclídeo (o 
unitario) R, sobre el subespacio L, paralelamente al subespacio Ly 
será una transformación lineal autoconjugada, cuando, y sólo cuan- 
do, L, y L, son ortogonales. 

1584. Demostrar que si la transformación lineal q de un espacio 
unitario (o euclídeo) R, poseo cualesquiera dos de las siguientes 
tres propiedades: 

1) ф es una transformación autoconjugada; 

2) ф es una transformación unitaria (ortogonal, respectivamente); 

3) q es una transformación involutiva, o sea, q* = e es una 
transformación idéntica, ella posee también la tercera propiedad. 
Hallar todos los tipos de transformaciones que poseen todas esas 
propiedades. 

Hallar la baso ortonormal de vectores propios y la matriz 8 
en esa baso para una transformación lineal, prefijada en cier 
ortonormal mediante la matriz A (la base buscada no se dotermina 
wunivocamento): 


и 2 —8 
1585. “-( X 4 »). 


-8 10 5 

їп —8 а 3 – 0 
1586. a-(^ 47 -4). пет. a=! 3 o). 

4-4 ш 0.04 


Para la matriz A dada hallar una matriz diagonal В y unitaria С, 
tales que В = CAC. 


з 242 з 21 

1588. Am (2, 4). 1589. Am (51, 7) 

1590*. Examinemos un espacio n*-dimensional de todas las 
matrices cuadradas complejas de orden п que poseen las corrientes 
operaciones de adición de las matrices y la multiplicación de la 
matriz por un número. Transormemos este espacio en unitario, 
considerando que el producto escalar de dos matrices А = (a;;)} 

a 


у B = (bi) se prolija mediante la igualdad (АВ) =. 2) abiy. 
јин 
Demostrar апе: i 
a) la multiplicación de todas las matrices a la izquierda por una 
misma matriz C es una transformación lineal; 
b) las matricos unitarias como vectores del espacio señalado, 
tienen una longitud de У; 
€) la multiplicación de todas las matrices a la izquierda por las 


matrices traspuestas-conjugadas С у С' originan transformaciones 
conjugadas; 


189 


4) la multiplicación a la izquierda por una matriz unitaria С 
origina una transformación unitaria; 

e) la multiplicación por una matriz hermitiana origina una 
transformación autoconjugada; 

1) la multiplicación por una matriz antihermitiana origina una 
transformación antisimétrica. 

1591. Supongamos que la multiplicación escalar de los vectores 
өл uy espacio R, se prefija mediante la matriz de Gram U en cierta 
base. Hallar la condición, necesaria y suficiente, para que la trans- 
formación lineal q, prefijada en la misma base medianto la matriz A, 
sea autoconjugada en el caso: a) de un espacio euclídeo, b) unitario. 

1592*. Demostrar que dos transformaciones autoconjugadas q 
y y de un espacio unitario (o euclídeo) R, tienen una base ortonormal 
común de vectores propios de ambas transformaciones cuando, 
y sólo cuando, éstas son conmutativas. ¿Qué propiedad de las formas 
Cuadráticas y de las superficies de segundo grado se deduce de aquí? 

1593. Sea R un espacio euclídeo de dimensión n*, cuyos vectores 
son todas las matrices reales de orden n con operaciones corrientes 
de la adición de matrices y la multiplicación de la matriz por un 
número, y el producto escalar de las matrices А = (а) y В = (bij) 

А 


se determina mediante la igualdad (АВ) = > ауу. Prosiguien- 
т 


do, supongamos que P y Q son matrices simétricas reales de orden п. 

Demostrar que las transformaciones lineales ФХ = РХ y X = 
= XQ (X es cualquier matriz del espacio R) son transformaciones 
autoconjugadás conmutativas del espacio R y hallar el enlace entro 
laibase ortonormal común de vectores propios de las transiormacio- 
nes q у y y las bases ortonormales de vectores propios de las ma- 
trices P y 0. 

1594. Ба transformación linoal autoconjugada q de un espacio 
unitario (o euclídeo) R, se denomina determinada positiva si 
(qu, 2) => 0, y se Паша no negativa si (qz, х) > 0 para cualquier 
vector г 5 0 perteneciente a R,. Demostrar que la transformación 
autoconjugada q es determinada positiva (o no negativa) cuando, 
y sólo cuando, todos sus valores propios son positivos (no negativos, 
respectivamente). Mostrar que para cualquier transformación lineal 
(y no sólo para la autoconjugada) q de (qz, т) >> 0 (6 >0) se dos- 
prende que todos los valores propios de q son positivos (no negativos, 
respectivamente). Dar un ejemplo que muestre que la afirmación 
contraria para la transformación lineal autoconjugada puede ser 
incorrecta. 

1595*. Demostrar que si q = фу ó Ф = ур, donde Ф y y son 
transformaciones lineales autoconjugadas con valores propios posi- 
tivos y y una transformación unitaria, y = «p y 7 es una transfor- 
mación idéntica (véase el problema 1276, c). 

1596*. Demostrar que cualquier transformación lineal regular y 
de wn espacio unitario (o euclídeo) se representa tanto en forma de 
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Ф = фу como también en forma de q = pata, donde фу, pa son. 
transformaciones autoconjugadas con valores propios positivos y у, 
Y. Son transformaciones unitarias (ortogonales, respectivamente) 
con la particularidad do que ambas representaciones indicadas son 
únicas. 

1597. ¿Por qué las igualdades 


(3G G0 GDHGU 


no contradicen a la unicidad de la representación, indicada en el 
probloma anterior? 


Representar las siguientes matrices en forma de un producto de 
una matriz simétrica con números característicos positivos por una 
matriz ortogonal: 


1598. [E 4) 1599. | «e 1600. ( 4-2 2 
а aje 4 4J* 4 4 A) 
=2 4 2 

1601. Demostrar que la transformación lineal autoconjugada ф 
es determinada positiva cuando, y sólo cuando, los coeficientes de 
su polinomio característico A^ + CAMA -+ ++ сы son todos 
distintos de cero y tienen signos alternativos, y es no negativa (es 
decir, con los valores propios no negativos) cuando, y sólo cuando, 
los cooficientes со = 1, cy, су, . » ., Ca son distintos de cero y tienen 
signos alternativos, mientras que су+, . . ., Ca son nulos. Aquí К 
es cualquier número desde O hasta n. 

1602*. Demostrar que si q у w son transformaciones autoconju- 
gadas y ф es determinada positiva, los valores propios de la trans- 
formación фр son reales. 

1603*. Demostrar que si q y № son transformaciones autoconju- 
gadas con valores propios no negativos, con la particularidad de que 
una de ellas es regular, los valores propios de la transformación фр 
son reales y no negativos. 

604. Demostrar que la suma de dos o varias tránsformaciones 
autoconjugadas no negativas (véase el problema 1594) es de nuevo 
una transformación autoconjugada no negativa. 

1605*. Demostrar que una transformación autoconjugada no 
negativa de rango res la suma dor transformaciones autoconjugadas 
no negativas de rango 4. z 

1606*. Demostrar que la transformación lineal q de ùn espacio 
unitario R, que posee el rango igual а la unidad, será autoconjugada 
no negativa cuando, y sólo cuando, on cualquier base ortonormal su 
matriz se representa en forma de Х'Х, donde X es una НА de n пй? 
meros. E 9 

1607*. Demostrar que si las matrices А шайт y B = (but 
son hermitianas y no negativas (es decir, tienen valores propios no 
negativos), también la matriz C = (c:;)}, donde су = aibi (i, j = 
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=1,2,...‚ n), es hermitiana y no negativa (compárese con el 
problema 1220). 

1608. La transformación lineal q de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) R, se denomina antisimétrica si ф* = —q, donde q* es una 
transformación conjugada con q. Demostrar que: 

a) рага que la transformación lineal q del espacio euclídeo sea 
ántisimétrica es necesario y suficiente que su matriz А sea antisimé- 
trica еп cualquier base ortonormal, o sea, A’ = —А; 

Ъ) para que la transformación lineal q del espacio unitario sea 
antisimétrica es necesario y suficiente que su matriz А sea antiher- 
mitiana en cualquier base ortonormal, o sea, А' = —А. 

1609*. Demostrar que el complemento ortogonal L* al subespa- 
cio L del espacio euclídeo (o unitario) invariante con relación a la 
transformación antisimétrica q, es también invariante con res- 
pecto аф. 

1610*. Demostrar que para la transformación antisimétrica ф 
de un espacio unitario: 

2) los valores propios son imaginarios puros (y, por lo tanto, los 
números característicos de una matriz antihermitiana, por ejemplo, 
antisimétrica real, son imaginarios puros); 

b) los vectores propios, pertenecientes a dos distintos valores 
propios, son ortogonales; 

с) si en una base ortonormal Ја matriz А de la transformación Ф 
es real y el vector propio, perteneciente al valor Bi = 0, se repre- 
senta en forma de æ + yi, donde los vectores x e y tienen coordena- 
das reales, т e y son ortogonales y son de la misma longitud, con 
la particularidad de que 

№ qz = —By, Фу = Ва; [0] 

d) la transformación antisimétrica:de un espacio euclídeo posee 
siempre un subespacio invariante uni- o bidimensional. 

1611*. Demostrar que: 

a) para cualquier transformación antisimétrica ф de un espacio 
unitario R, existe una base ortonormal que consta de vectores pro- 
pios de la transformación q. En esta base la matriz ọ es diagonal con 
elementos imaginarios puros en la diagonal (con la particularidad 
de que algunos de estos elementos pueden ser nulos). ¿Qué propiedad 
de las matrices antihermitianas complejas se desprende de aquí? 

b) para cualquier transformación antisimétrica ф de un espacio 
euclídeo R, existe una base ortonormal, en la cual la matriz tiene 
la siguiente forma canónica: en la diagonal principal se encuentran 


las células? de segundo orden tipo (Es P), donde 8 +0, y las 


células nulas de primer orden (las células de uno de estos tipos pue- 
den estar ausentes). ¿Cuál es el sentido geométrico de la transfor- 
mación y qué propiedad de las matrices antisimétricas reales se 
desprende de aquí? 

1612. Demostrar que si q es una transformación autoconjugada 
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del espacio unitario, la transformación ф = йр es antisimétrica, 
viceversa, si es una transformación antisimétrica, ф = йр es una 
transformación autoconjugada. 

1613. Demostrar que si q es una transformación autoconjugada 
del espacio unitario, la transformación ф = (p — ie)! (4 + ie), 
donde e es una transformación idéntica, la cual existo y es unitaria. 

1614*. Demostrar que las transformaciones unitarias y anti- 
simétricas de un espacio unitario (y, correspondientemente, las 
transformaciones ortogonales y antisimétricas de un espacio euclí- 
deo) están relacionadas de la siguiente manera: si en la igualdad 

фе (=p) (e + 9) a) 
(donde e es una transformación idéntica) q es una transformación 
antisimétrica, эр será una transformación unitaria que no tione el 
námero —1 como valor propio, viceversa, si en la misma igualdad (1) 
q ез una transformación unitaria que no tiene el número —1 como 
valor propio, ^p será una transformación antisimétrica. La igualdad 
(1) determina una aplicación biunívoca de todas las transforma- 
ciones antisimétricas sobre todas las transformaciones unitarias 
que no tienen el número —1 como valor propio. Entre las transfor- 
maciones ortogonales y antisimétricas de un espacio cuclídeo también 
existe semejante relación. ¿Qué propiedades de las matrices se 
desprenden de aquí? 

1615. Mostrar que la igualdad (1) del problema anterior define 
la correspondencia biunívoca, primero, entro todas las transforma- 
ciones antisimétricas regulares y todas las unitarias (ortogonalos, 
respectivamente) sin valores propios de +1, y, segundo, entre todas 
las transformaciones antisimétricas degoneradas y todas las unitarias 
(ortogonales) con valores propios de +1, pero sin ek valor propio 

e —1. 

1616. Domostrar que si ф es una transformación antisimétrica 
de un espacio unitario (o euclídeo), la transformación e? es unitaria 
(ortogonal, respectivamente). ¿Qué propiedad de las matrices se 
deduce de aquí? 

1617*. Demostrar que la función e? origina una aplicación biuní- 
voca de todas las transformaciones autoconjugadas de un espacio 
unitario (o euclídeo) sobre todas las transformaciones determinadas 
positivamente (o sea, autoconjugadas con valores propios positivos). 

1618. La transformación lineal Ф de un espacio unitario (o ouclí- 
deo) se denomina normal si es conmutativo con Ja transformación q* 
conjugada con la primera. Comprobar si las transformaciones uni- 
tarias (и ortogonales), antisimétricas y autoconjugadas son normales. 

1619. Demostrar que la transformación normal de uh espacio 
unitario (o euclídeo) es autoconjugada cuando, y sólo cuandd, todos 
sus valores propios (correspondientemente, todas las raíces de su 
ecuación característica) son reales. 

1620. Demostrar que la transformación normal do un espacio 
unitario (o euclídeo) es wnitaria (ortogonal, respectivamente) si, 
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y sólo si, todos sus valores propios (correspondientemente, todas 
las raíces de su ecuación característica) son iguales a la unidad, 
según el módulo. 

1621. Demostrar que la transformación normal de un espacio 
unitario (o euclídeo) es antisimétrico, cuando, y sólo cuando, todos 
sus valores propios (correspondientemente, todas las raíces de su 
ecuación característica) son imaginarios puros. 

1622, Demostrar que la transformación lineal ф do un espacio 
unllario es normal cuando, y sólo cuando, ф = фу, donde yp es una 
transformación autoconjugada y y, unitaria, ambas conmutativas 
entre sí. 

1623. Ротозігаг que: 

а) "сайа transformación lineal ф se representa unívocamente en 
la forma Ф = q, + Pa, donde p, es una transformación autocon- 
jugada y gs, antisimétrica; 

Б) рага quela transformación Ф sea normal es necesario y sufi- 
ciente que las transformaciones q, у Ф, sean conmutativas en la 
representación señalada antes. 

1624. Demostrar que: 

a) cada transformación lineal Ф de un espacio unitario se repre- 
senta unívocamonte en la forma q = Фф, + Га, donde q, y Фа son 
transformaciones autoconjugadas; 

b) para que la transformación q sea normal es necesario y sufi- 
cionte дие Јаз transformaciones фу у Ф, sean conmutativas en la 
representación señalada antes. 

1625*. Demostrar que para cualquier conjunto (finito о infi- 
njto) de trarisformaciones normales conmutativas de dos en dos do 
un espacio unitario R, existe una base ortonormal, cuyos vectores 
son propios para todas las transformaciones de dicho conjunto. 

1626. .Demostrar que en el dominio de transformaciones normales 
de слајфћог transformación normal мр de un espacio unitario Rp 
puede oxtraerse la raíz de k-ésimo grado para cualquier número natu- 
ral k. Hallar el número de diferentes transformaciones normales ф, 
tales que ү” = Фф. 

1627*. Demostrar que si z es un vector propio de la transforma- 
ción normal ф de un espacio unitario (o euclídeo), perteneciente al 
valor propio de A, æ será el vector propio de la transformación conju- 
gada «p*, perteneciente al número 7 conjugado (al mismo, respectiva- 
mento). 

1628*. Demostrar que los vectores propios de una transformación 
normal, pertenecientes a dos distintos valores propios, son ortogo- 
nales. 

1629*. Sea e un vector propio de la transformación normal ф. 
Demostrar que el subespacio L compuesto por todos los vectores 
del espacio, ortogonales a e, es invariante con respecto a ф. 

1630*. Demostrar que para que la transformación lincal ф del 
espacio unitario sea normal es necesario y suficiente que cada vector 
propio de q sea propio también para q*. 
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1631", Demostrar que cualquier subespacio L de un espacio 
unitario Ra, invariante con respecto а la transformación normal q, 
posee una base ortonormal que consta de vectores propios de la 
transformación Ф. 

1632*. Se dice que la transformación lineal y de un espacio uni- 
tario (o euclídeo) R, posee una propiedad normal si el complemento 
ortogonal L* para cada subespacio L, invariante а Ф, es también 
invariante con relación a ф. Demostrar Ја afirmación: para que la 
transformación lineal їр de un espacio unitario (o euclídeo) soa normal 
es necesario y suficiente que Ф posea la propiedad normal. 

1633*. Demostrar que para que la transformación lineal q del 
espacio unitario (o euclídeo) sea normal es necesario y suficiente que 
cada subespacio, invariante a q, sea invariante también con rela- 
ción а q”. 


АМЕХО 


$ 20. Grupos 


1634. Aclarar si cada uno de los siguientes conjuntos forma un 
grupo al realizar la operación indicada sobre los elementos: 

1) números enteros con respecto a la adición; 

2) múmeros pares con respecto a la adición; 

3) números enteros, múltiples a un número natural n dado, con 
respecto a'la adición; 

4) potencias de un número real a dado, a + 0, +1, con índices 
enteros con respecto a la multiplicación; 

5) númerog onteros no negativos con respecto a la adición; 

16) números enteros impares con respecto a la adición; 

7) números enteros con respecto a la resta; 

8) números racionales con respecto a la adición; 

9) nüigeros racionales con respecto a la multiplicación; 

10) números racionales, distintos de cero, con respecto a la mul- 
tiplicación; 

11) númoros racionales positivos con respecto a la multiplica- 
ción; 

12) nümeros racionales positivos con respecto a la división; 

13) nümeros racionales binarios, es decir, nümeros racionales, 
cuyos denominadores son potencias del número 2 con índices enteros 
по negativas, con respecto a la adición; 

14) todos los números racionales, cuyos denominadores son 
iguales а los productos de los números primos de dicho conjunto M 
(finito o infinito) con Índices enteros no negativos (sólo un número 
finito de estos índices puede diferir de cero), con respecto a la adi- 
ción; 

15) las raíces de n-ésimo grado de la unidad (tanto reales, como 
complejas) con respecto a la multiplicación; 

16) las raícos de todos los grados positivos enteros de la unidad 
con respecto a la multiplicación; 

17) matrices de orden n con elementos reales con relación a la 
multiplicación; 
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18) matrices regulares de orden п con elementos reales con res- 
pecto a la multiplicación; 

49) matrices de orden п con elementos enteros con respecto a la 
multiplicación; 

20) matrices de orden л con elementos enteros y un determinante 
igual a la unidad, con respecto a la multiplicación; 

21) matrices de orden n con elementos enteros y un determinante 
igual a +1, con respecto a la multiplicación; 

22) matrices de orden л con elementos reales con respecto a la 
adición; 


23) sustituciones de los números 1, 2, .. ., n con respecto a 1а 
multiplicación; 

24) sustituciones pares de los números 1, 2, . . ., л con respecto 
a la multiplicación; 

25) sustituciones impares de los números 1, 2, .. ., п con rela- 
ción a la multiplicación; 

26) aplicaciones biunívocas del conjunto № = (1, 2, 3, ...,} 


de números naturales sobre sí mismo, cada uno do los cuales des- 
plaza sólo una cantidad finita de números, si en calidad de producto 
de las aplicaciones s y £ se toma la aplicación st que se obtiene, 
efectuando sucesivamente las aplicaciones s y t; , 

27) transformaciones del conjunto M, o зеа, las aplicaciones 
biunívocas de este conjunto sobre sí mismo, si a título del producto 
de las transformaciones s y # se toma la transformación st que se 
obtiene efectuando sucesivamente las transformaciones = y £} 

28) vectores de un espacio lineal n-dimensional R, con respeeto 
a la adición; 

20) traslaciones paralelas de un espacio tridimensional R si 
en calidad del producto de las traslaciones s y t se toma su ejecución 
sucesiva; 

30) giros de un espacio tridimensional R alrededor de un punto 
dado О si en calidad del producto de los giros s y t se toma su roali- 
zación sucesiva; 

34) todos los movimientos de un espacio tridimensional H si 
en calidad del producto de los movimientos s y t se toma el movi- 
miento s£ que se obtiene efectuando sucesivamente los movimientos 
rh 

32) núnieros reales positivos si la operación se define como: 
asb = а; 

33) números reales positivos si la operación se define de este 
modo: a * b = 2355; 

34) polinomios reales de grado <n (incluyendo el cero) do una 
indeterminada z con respecto a la adición: 

35) polinomios reales de grado n de una indoterminadds z con 
respecto a la adición; 

36) polinomios reales de cualesquiera grados n (incluyendo el 
cero) de la indeterminada z con respecto a la adición. 

1635. Demostrar que un conjunto finito G en el cual se determina 
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una operación algebraica asociativa y cada una de Jas ecuaciones 
az = b, ya = b para cualesquiera a y b pertenecientes a G, tiene en 
6 no más de una solución, será un grupo. 

1636. Demostrar que si a? = e para cualquier elemento а del 
grupo G, dicho grupo es abeliano. 

1637*. Demostrar que el grupo de raíces de n-ésimo grado de la 
unidad es el único grupo multiplicativo de n-ésimo orden con ole- 
montas numéricos distinto de (0). 

1638*. Hallar todos los grupos (con una precisión de hasta el 
isomorfismo) de orden: a) tres; b) cuatro; c) sois. Escribir las tablas 
de multiplicación de estos grupos y representarlos en forma de grupos 
de sustituciones, 

1639*. Mostrar que si los giros decada uno de cinco poliedros 
regulares alrededor del centro, que hacen coincidir el poliedro consigo 
mismo, forman un grupo si en calidad de multiplicación de dos giros 
se toma su ejecución sucesiva. Hallar los órdenes de esos grupos, 

1640. Domostrar que los grupos 1) — 4) del problema 1634 son 
isomorfos entre sí. 

1641. Demostrar que: 

a) todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos entre sí; 

b) todos los grupos cíclicos finitos de orden n dado son isomorfos 
entre sí. 

1642, Demostrar que. 

a) el grupo do números reales positivos es isomorfo, según la 
multiplicación, al grupo de todos los números reales, según la adi- 
ción; i 

1 b) el grupo de números racionales positivos no es isomorfo, según 
la multiplicación, al grupo de todos los números racionales, según la 
adición. . 

1643*;»Demostrar que: 

a) cualquier grupo finito de orden n'es isomorfo a cierto grupo de 
sustituciones de n elementos; 

b) cualquier grupo es isomorfo al grupo de algunas aplicaciones 
biunívocas del conjunto de elementos de ese grupo sobre sí. 

1644, Demostrar que para cualesquiera elementos a, b, с del 
grupo б: 

a) los elementos ab y ba tienen el mismo orden; 

b) los elementos abc, bea y cab tienen el mismo orden. 

1645. Domostrar que si e es una unidad y a es un elemento do 
orden n del grupo б, aè = e cuando, y sólo cuando, A se divide por n. 

1646. Hallar todos los elementos generadores del grupo aditivo 
de los nümeros enteros. 

1647. Sean G = (а) un grupo cíclico de orden n y b = a^. De- 
mostrar que: 

a) el elemento b será gonerador del grupo G cuando, y sólo 
cuando, los nümeros n y k son primos entre sí; 

b) el orden del elemento b es igual a n/d, donde d es el máximo 
divisor comün de n y k; 
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P 
с) si n у k son primos entre sí, en G existo la raíz V a, es docir, 
а es la h-ésima potencia de cierto elemento perteneciente a G y vi- 
ceversa; 
d) en un grupo de orden impar todos los elementos son cuadrados. 
1648*. Demostrar las afirmaciones: 
a) si los elementos a y b del grupo G son conmutativos, o sea, 


ab = ba, а) 


y tienen órdenes finitos r y s primos entro sí, su producto ab tiene el 
orden rs; 

b) si los elementos a y b del grupo G son conmutativos, tienen 
órdenes finitos r y s y la intersección de sus subgrupos cíclicos con- 
tiono sólo la unidad e, es decir, 


{а} n (5) = (e). (2) 


entonces el orden del producto ab es igual al mínimo común divisor 
do у з. Mostrar en ejemplos que cada una do las condiciones (1) y 
(2) por separado es insuficiente para la validez de la última afirma- 
ción, y que la condición (1) no os consecuencia de la edndición (2), 
incluso para los órdenes primos entre sí de los elemóntos a y 5; 

с) si los órdenes r y s de los elomentos a y b son primos entre sí, 
la condición (2) se cumple; Ј 

4) mostrar en un ejemplo que sin la condición (2) ol orden del 
оомо ab по зе determina unívocamente mediante los órdenes de 
los factores a y b. 

1649. ¿Cuáles de los grupos del problema 1634 son subgrupos de 
otros de esos grupos? 

1650. Demostrar que: 

a) si Н es un conjunto finito de elementos dol grupo 6 y el pro- 
ducto de dos elementos cualesquiera de Н yace de nuevo on H, H 
será un subgrupo del grupo G; 

b) si todos los elementos del conjunto Æ del grupo С tienen órde- 
nes finitos y el producto de dos elementos cualesquiera pertenecientes 
а H yacen de nuevo en H, H será un subgrupo del grupo G. 

1651. Demostrar que en cualquier grupo de sustituciones que 
contenga рос lo menos una sustitución impar: 

а) la cantidad de sustituciones pares es igual a la cantidad de 
impares; 

b) las sustituciones pares forman un divisor normal; 

€) todos los grupos elementales de sustituciones de п elemontos, 
de orden superior a 2 se encuentran en el grupo de signo vatiable An 
se denomina elemental el grupo que no tiene divisores normales a 
excepción de si mismo y del subgrupo unitario). 

1652. Demostrar que cualquier grupo infinito tiene un número 
infinito de subgrupos. 

1653. Hallar todos los grupos (con la precisión de hasta el iso- 
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morfismo), cada uno de los cuales es isomorfo a cualquiera de sus 
subgrupos no unitarios. 

1654, Hallar todos los subgrupos: 

a) del grupo cíclico de orden seis; 

b) del grupo cíclico de orden 24; 

e) del grupo cuádruple (problema 1638); 

d) del grupo simétrico Sy. 

“¿Cuáles de los subgrupos del grupo S, son divisores normales? 

f) Demostrar quo el grupo de signo variable de cuarto grado А, 
no tiene subgrupos de sexto orden. De este modo, el grupo G de orden 
n para ciertos k que dividen n, puede no tener subgrupos de orden К. 

1655. Hallar todos los subgrupos del grupo С de orden ocho, to- 
dos los elementos del cual, a excepción de la unidad e, tienen orden 


os. 

1656. Sea G = (a) un grupo cíclico finito de orden n. Demostrar 
las afirmaciones: 

a) el orden de cualquier subgrupo del grupo G divide el orden т 
de dicho grupo; 

b) para cualquier divisor d del número n existe el único subgrupo 
H del grupo G que tiene el orden d; 

c) el subgrupo // de orden d contiene en calidad de generadores 
todos los elomentos de ordon d del grupo G. En particular, 


H = (0ч). 


1657*. Hallar todos los subgrupos del grupo cíclico primario, es 
decir, el grupo cíclico G = fa} de orden p*, donde p es un número 


1658*.. Demostrar las afirmaciones: 

a) el grupo simétrico 8, para п > 1 зе engendra por el conjunto 
de todas Tas transposiciones (i, j); 

b) el grupo simétrico S, para n > 1 se engendra por las trans- 
posiciones: (1, 2), (1, 3), .... (1, л); 

c) el grupo de signo variable Д, para n > 2 so ongendra por un 
conjunto de todos los ciclos triples (i j k); 

d) el grupo de signo variable A, para n > 2 se engendra рог los 
ciclos triples: (1 2 3), (1 2 4, ..., (4 2 n). 

1659. Hallar las clases contiguas: 

a) de un grupo aditivo de números enteros mediante el subgrupo 
de números múltiples al número natural л dado; 

b) de un grupo aditivo de los números reales mediante el sub- 
grupo de números enteros; 

с) de un grupo aditivo de números complejos mediante el sub- 
grupo de números gausianos enteros, es decir, de los números a + bi, 
siendo a y b enter 

d) del grupo aditivo de vectores en el plano (que salen del origen 
de coordenadas) mediante el subgrupo de vectores yacentes en ol eje 
de abscisas Oz; 
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ө) del grupo multiplicativo de números complejos, distintos edi 
cero, mediante ol subgrupo de números iguales a la unidad, según. 
el módulo; 

f) del grupo multiplicativo de números complejos, distintos de- 
cero, mediante el subgrupo de números reales positivos; 

g) del grupo multiplicativo de números complejos, distintos de- 
cero, mediante el subgrupo de númoros reales; 

h) del grupo simétrico S, mediante el subgrupo de sustituciones- 
que dejan el número » en su lugar. 

1660*. Demostrar que: 

a) el subgrupo Н de orden k de un grupo finito G de orden 2k- 
contiene los cuadrados de todos los elementos del grupo G; 

b) el subgrupo Æ de índice dos de cualquier grupo G contiene los- 
cuadrados de todos los elementos del grupo G. 

1661*. Demostrar que para т > 1 el grupo de signo variable An 
es el único subgrupo de índico dos (es decir, que contiene la mitad de 
todos los elementos) en el grupo simétrico S,. Citar un ejemplo de 
un grupo finito con varios subgrupos de índice dos. 

1662*, Demostrar que: 

a) el grupo del tetraedro es isomorfo al grupo de todas las susti- 
tuciones pares de cuatro elementos; 

b) los grupos del cubo y octaedro son isomorfos al grupo de todas- 
las sustituciones de cuatro elementos; 

c) los grupos del dodecaedro e icosaedro son isomorfos al рїиро- 
do las sustituciones pares de cinco elementos. Véaso la definición 
de los grupos de los poliedros en el problema 1639. 

1663. Demostrar que cualquier subgrupo de índice dos es un 
divisor normal. 

1664. Demostrar que el conjunto Z de todos Jos elementos del' 
grupo G, cada uno de los cuales cs conmutativo con todos los ele- 
mentos de este grupo, es un divisor normal (el centro del grupo G). 

1665. El elemento aba-!b-! se denomina conmutador de los ele- 
mentos a y b del grupo C. Demostrar que todos los conmutadores y виз. 
productos (con cualquier contidad finita de factores) forman un divi- 
sor normal К del grupo G (el conmutador de dicho grupo). 

1666. Demostrar que en el grupo de todos los movimientos de un 
espacio tridimensional el elemento, z-'az.conjugado con el giro de а 
alrededor del punto P, es el giro alrededor de aquel punto Q, al que 
pasa el punto Р durante el movimiento de х. 

1667. Demostrar que la sustitución de z"tax, conjugada con: la 
sustitución de a en el grupo de sustituciones, se obtiene usando la 
sustitución transformable de z a todos los números en el desarrollo. 
de la sustitución de а en ciclos independientes. 

1668*. Demostrar que: 

a) el grupo cuádruple Y (problema 1038) es un divisor normal de 
un grupo simétrico Sy; 

b) ol grupo-cociente S,/V es isomorío al grupo simétrico Sy. 

1669*. Haciendo uso del problema 1667, hallar el número de 
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sustituciones del grupo simétrico S, conmutativos con la sustitu- 
«ción s dada. 

1670*, Demostrar que si la intersección de dos divisores norma- 
les H, y H, del grupo G contiene sólo la unidad e, cualquier elemonto 
Ah, € H, es conmutativo con cualquier elemento hy € На. 

1671. Demostrar que: 

ap los elementos del grupo G, conmutativos con el elemento a 

* dado, forman un subgrupo ЈУ (а) del grupo С (normalizador de a en 

б) que contiene el subgrupo cíclico fa) en calidad de divisor normal; 

‚ b) la cantidad de elementos del grupo G conjugados con a, es 
igual al índice del normalizador de N (а) en G. 

1672. Domostrar que: 

a) Los elementos del grupo G conmutativos con el subgrupo H 
dado (poro no con los elementos de H obligatoriamente), forman un 
subgrupo A (H) del grupo G (normalizador de H en G) que contione 
el subgrupo Н en calidad de divisor normal; 

b) онында de subgrupos del grupo G, conjugados con H, es 
igual al índice del normalizador У (Н) en G. 

1673. Demostrar que los siguientes números dividen el orden del 
grupo: 
a) el número de elementos del grupo G conjugados con elele- 

mento dado; 

» 5 número de subgrupos del grupo G conjugados con el subgru- 
po dado. 

1674. Haciendo uso de los problemas 1669 y 1671, hallar la 
cantidad de sustituciones del grupo simétrico Sn, conjugadas con la 
«sustitución $ dada. 

1675*. Demostrar que: a) el centro Z del grupo С de orden р", 
donde p g3.un número primo, contiene más de un elemento; b) cual- 
quier grupo de orden р?, donde p es un-námero primo, es conmuta- 
tivo. 

c) Citar un ejemplo de un grupo no conmutativo de orden л, 
donde n es nümero compuesto. 

d) Citar un ejomplo de un grupo no conmutativo de orden р?, 
donde p es un nümero primo. 

1676*. Demostrar que cualquier divisor normal Н de un grupo 
de signo variable A, de grado n > 5 que contiene por lo menos un 
«ciclo triple, coincide con An. 

1677*. a) Hallar todas las clases de los elementos conjugados del 
grupo icosaedro (problema 1639); b) demostrar que el grupo del 
icosaedro es primo (es decir, no tiene divisores normales distintos 
«del mismo grupo y del subgrupo unitario). 

1678*. Demostrar que el grupo de signo variable de quinto gra- 
do es elemental. 

1679. Demostrar que el grupo G’ es una imagen homomorfa de 
un grupo cíclico finito G cuando, y sólo cuando, б” es también cíclico 
y su orden divide el orden del grupo G. 

1680. Demostrar que si el grupo G se aplica de modo homomorfo 
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sobre el grupo G', con la particularidad de que el elemento а perte- 
neciente a G se aplica sobre а' де G', entonces: 

a) el orden а se divide por el orden а’; 

b) el orden de G se divide por el orden de G'. 

1681. Hallar todas las aplicaciones homomorfas: 

a) del grupo cíclico (a) de orden п sobro sí; 

b) del grupo cíclico (a) de orden 6 sobre ol grupo cíclico {b} 
de orden 18; 

c) del grupo cíclico (а) de orden 18 sobre el grupo cíclico (b) 
de orden 6; 

d) del grupo cíclico (a) del orden 12 sobre el grupo cíclico (b) 
de orden 15; 

e) del grupo cíclico (a) de orden 6 sobre el grupo cíclico (b) 
de orden 25. 

1682. Demostrar que al grupo aditivo de números racionales es 
imposible aplicarlo de modo homomorfo sobre el grupo aditivo de nú- 
meros enteros. 

1683. La aplicación isomorfa del grupo G sobre sí se denomina 
automorfismo y la aplicación homomorfa sobre sí, endomorfismo de 
este grupo. El automorfismo q se denomina interior si existe un ele- 
mento z perteneciente а G;-tal que аф = 2'3а2 para cualquier a de 
G, y exterior, en caso contrario. Todos los automorfismós del grupo 
G forman de por sí un grupo si se toma a título de producto de los 
automorfismos su ejecución sucesiva: a (py) = (аф) р. Todos, los 
endomorfismos del grupo abeliano G forman un anillo si la adición 
de los endomorfismos se determina mediante la igualdad a (p + y) = 
= aq + ay, y la multiplicación del mismo modo que para los auto- 
morfismos. Hallor el grupo de automorfismos del grupo cíclico {а} 
de orden: a) 5; b) 6. 

c) Demostrar que el grupo simétrico S, tiene seis automorfismos 
interiores y ni uno exterior, con la particularidad de que ol grupo 
de los automorfismos es isomorfo a Sy. 

4) El grupo cuádruplo Y (problema 1638) tiene un automorfismo 
interior (idéntico) y cinco exteriores, con la particularidad de que 
el grupo do automorfismos es isomorfo а Sy. 

Hallar el anillo de endomorfismos del grupo cíclilo (a) de orden: 
в) 5; 0 6; g) n. 

1684. Demostrar que el grupo-cociente del grupo simétrico S, 
según el grupo del signo variable A, es isomorfo al grupo-cociente 
del grupo aditivo de números enteros según el subgrupo dé números 
pares. 

1685. Hallar los grupos-cocientes: 
a) del grupo aditivo de números enteros segün el subgrupo de., 
números múltiples al número natural л dado; M 

b) del grupo aditivo de números enteros múltiples a 3, según 
el subgrupo de números, múltiples a 15; 

c) del grupo aditivo de números enteros, múltiples a 4, según el 
subgrupo de números, múltiples a 24; 
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d) del grupo multiplicativo de números reales, distintos de cero, 
según el subgrupo de números positivos. 

1686. Sean G, un grupo aditivo de vectores de un espacio lineal 
n-dimensional y Я, un subgrupo del vectores del subespacio k-di- 
mensional, 0 < Е < n. Demostrar que el grupo-cocionte G,/H, es 
isomorfo а G,-,- 

. 687. Sean G un grupo multiplicativo de todos los números com- 
plejos; distintos de cero, y Н un conjunto de todos los números perte- 
necientes а G y yacentes en los ejes real e imaginario. 

a) Demostrar quo H es un subgrupo del grupo 6. 

b) Hallar las clases contiguas del grupo G según el subgrupo И. 

c) Demostrar que el grupo-cociente G/H es isomorfo al grupo 
multiplicativo U de todos los números complejos iguales a la uni- 
dad según el módulo. 

1688*. Sean G un grupo multiplicativo de números complejos, 
distintos de cero, Н un conjunto de números pertenecientes a G 
y yacentes en los п rayos que salen del cero bajo ángulos iguales, 
con la particularidad de que uno de estos rayos coincide con el 
semieje real positivo, K un grupo aditivo de todos los números reales, 
Z un grupo aditivo de los números enteros, D un grupo multiplicativo 
de números positivos, U un grupo multiplicativo de números com- 
plejos, iguáles а la unidad según el módulo y 0, un grupo multiplica- 
tivo de raíces de n-ésimo grado de la unidad. Demostrar que: 

a) К/2 es isomorfo a 0; b) G/D es isomorío а 0; 

€) G/U es;isomorfo a D; d) U/U, es isomorfo а U; 

0) G/U, es isomorfo a G; f) Н es un subgrupo del grupo G y GIH 
es isomorío а U; g) H7D es isomorfo а U,; h) H7U, es isomorfo a D. 

1689." Para los grupos multiplicativos defmatrices cuadradas ro- 
gulares d&.orden n demostrar las afirmaciones: 

a) el grupo-cociente del grupo de matrices reales según el subgrupo 
de matrices con un determinanto igual a 1, es isomorfo al grupo 
multiplicativo de números reales, distintos de cero; 

b) el grupo-cociente del grupo de matrices reales según el subgrupo 
do matrices con un determinante igual a -+4, es isomorfo al grupo 
multiplicativo de números positivos; 

c) el grupo-cociente del grupo de matrices reales según el subgrupo 
de matrices con determinantes positivos, es un grupo cíclico de se- 
gundo orden; 

4) el grupo-cociente del grupo de matrices complejas según el sub- 
grupo de matrices con determinantes iguales a la unidad sogún el 
módulo, es isomorío al grupo multiplicativo de números positivos; 

e) el grupo-cociente del grupo de matrices complejas según el sub- 
grupo do matrices con determinantes positivos es isomorfo al grupo 
multiplicativo de números complejos, iguales a la unidad según el 
módulo, 

1690. Sean G un grupo de todos los movimientos de un espacio 
tridimensional, И un subgrupo de traslaciones paralelas, K un sub- 
grupo de giros alrededor del punto O dado. Demostrar que: 
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a) H es divisor normal del grupo Су K по lo es; 

b) el grupo-cociente G/H es isomorto a К. 

1691. Demostrar que el divisor normal H del grupo G con índice 
finito j contiene todos los elementos dol grupo G, cuyos órdenes son 
primos entre sí con j. Mostrar en un ejemplo que para un subgrupo H 
que no es divisor normal, la afirmación puede ser incorrecta. 

1692. Demostrar que el grupo-cociente G/H es conmutativo, 
cuando, y sólo cuando, А contiene el conmutador К del grupo G 
(problema 1665). 

1693*. Demostrar que el grupo-cociente del grupo no conmuta- 
tivo С según su centro 2 (problema 1664) no puede ser cíclico. 

1694*. Demostrar que si el orden de un grupo finito G so divide 
por un nümero primo p, G contiene el elemento de orden p (teorema 
de Cauchy). 

1695%. Sca p un número primo. El grupo G se llama p-grupo (on 
el caso conmutativo, grupo primario) si los órdenes de todos sus ele- 
mentos son finitos o iguales a ciertas potoncias dol número p. De- 
mostrar que ol grupo finito G será p-grupo cuando, y sólo cuando, 
su orden es igual a la potencia del número p. 

1696. Demostrar que: . 

a) el grupo aditivo de vectores de un espacio lineal n=dimensional 
es una suma directa de л subgrupos de vectores de subespacios uni- 
dimensionales, tendidos sobre los vectores de cualquier base del 
espacio; à 

b) el grupo aditivo de números complejos es una suma directa 
de los subgrupos de números reales e imaginarios puros; 

©) el grupo multiplicativo de números reales es una suma directa 
del producto del subgrupo de números positivos y del de los nú- 
meros 41; 

d) el grupo multiplicativo de números complejos es un producto 
directo de los subgrupos de números positivos y los números iguales 
a la unidad, según el módulo. 

1697. Demostrar que si б = А + B, == A + B, son desarrollos 
directos del grupo aboliano G y si B, contiene B,, entonces В, = 2. 

1698. Demostrar que el subgrupo / del grupo abeliano G será 
sumando en el desarrollo directo de G = Н + К cuando, y sólo 
cuando, existe una aplicación homomorfa de G sobre H que conserva 
todos los elementos de Н en su sitio. 

1699. Demostrar que si G =з А + B es un desarrollo directo dol 
grupo G, el grupo-cociente G/A es isomorfo а B. 


1700. Senn G == А, + А, + ... + A, un desarrollo.del grupo 
abeliano en una suma directa de los subgrupos y 
з= а а +... Ба, а EAn 1 =1,2,... 8 


un desarrollo correspondiente del elemento z en una suma de com- 
Ponentes. 

Demostrar que: 

a) el grupo G tiene un orden finito » cuando, y sólo cuando, cada 


205 


subgrupo A; tiene ма orden finito т, i = 1, 2, 
ticularidad de que n = тла... ng 

b) el elemento z tiene un orden finito p cuando, y sólo cuando, 
su componente a; tiono un orden finito pi, = 1, 2, . . ., 5, con la 
particularidad de que p es igual al mínimo común múltiplo de los 
números pj р»... Psi 

0) el grupo 6 os cíclico finito cuando, y sólo cuando, todos los 
sumaridos directos A; son grupos cíclicos finitos, con la particulari- 
dad de que sus órdenes son primos entre sí de dos en dos 

1701. Desarrollar en una suma directa de los subgrupos cíclicos 
primarios ol grupo, cíclico (а) de orden: а) 6; b) 12; c) 60; d) 900. 

1702*. Demostrar el carácter indescomponible en una suma. di- 
recta de dos subgrupos no nulos: 

a) del grupo aditivo de números enteros: 

b) del grupo aditivo de números racionales; 

©) dol grupo cíclico primario. 

1703*. Sea G un grupo abeliano finito no nulo (con una anota- 
ción aditiva de la operación). Demostrar las afirmaciones: 

a) si los órdenes de todos los elementos pertenecientes a G dividon 
el producto pg de los números primos entre sí p y q, 6 se desarrolla 
en una suma directa de los subgrupos A y В, donde los órdenes de 
todos los elementos de A dividen p, y los de B dividen q, con la par- 
Чошайдай de que uno de los subgrupos de А о de 8 puede resultar 
nulo; 

b) para el grupo G existe el desarrollo G = A; + А, + 

, + + A, еп una suma directa de subgrupos primarios (no nulos), 
pertenecientes a distintos númoros primos ру, рз, ..., Par тезрес- 
tivamente (los subgrupos A; se denominan componentes primarias 
del grupg, 6); 

с) la ¡AA primaria A; perteneciente a un número primo 
pi, consta de todos los olementos del grupo G, cuyos órdenes son 
iguales a las potencias dol número рү, lo que determina unívocamen- 
to el desarrollo del grupo G en componentes primarias; 

d) el desarrollo en componentes primarias de un subgrupo no 
nulo H del grupo G tiene la forma de Я = B, + 8, +... + Bo 
donde B; = H f An i = 1, 2, . . ., в, con la particularidad de que 
los subgrupos no nulos By en el desarrollo H so omiten. 

1704. Designemos рог G (nj, па, - - - п,) la suma directa de los 
grupos cíclicos de órdenes лү, na, . + « na, respectivamonte. De la 
teoría de los grupos abelianos finitos se sabe que cada uno de estos 
grupos se representa unívocamente (con una precisión de hasta el 
isomorfismo) como G (m, Ra, .. ., пе), donde los números n, son 
iguales a las potencias de los números primos (pueden no ser obliga- 
toriamente diferentes). Aplicando la designación indicada, hallar 
todos los grupos abelianos de órdenes: a) 3; b) 4; c) 6; d) 8; ө) 9; 
1) 12; а) 16; h) 24; i) 30; j) 36; k) 48; 1) 60; m) 63; n) 72; o) 100. 

1705. Desarrollar en una suma directa do los subgrupos cíclicos 
infinitos y cíclicos primarios el grupo-cociente G/H, donde G es vn 
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› con la par- 


grupo abeliano libre con la base 2,, т,, 2, y Н, el subgrupo con gene- 
ratrices: 


Лаз + 2. + За Б) a = 4r, + 52, + 3m, 
dz, + 8л, + 92 Ya = 5лу + бл, + бла, 
5z, — Ата + Эл; Ya = Ва + Tr, + 925 
c) y = бд + 527 + 22, бл, + oz, + 725, 
Ya = Ид + Sra + бгз, 82, + 72, + 1429, 
уз = 172, + 5л, + 82 ба + 52; + Му 


e) y, = ón + бла + 2 221 + бл, — 225, 
8r, + 97, + ха Lx, + 8л, — Ах, 
За + бт. + 229; Aa, + 122, — 425; 
Oz, + 5л, + Ата, 
T2, + бт, + 95 
5r, + Ала — бшу; 

i) n= ба + 72, + 3 

Из = 221 + Зз + 229 
Ya = бә + 107, + 52y; 

1706", Demostrar que el grupo abeliano finito G, cuyo orden оз 
igual а: = 

a) un producto de dos números primos diferentes p у^ 

b) un producto de distintos números primos ру, ру, 
cíclico, 

с) Hallar todos los subgrupos dol grupo abeliano б, cuyo orden 
satisface la condición del punto b) y hallar la cantidad de esos sub- 
grupos. 

d) Demostrar que para cualquier divisor k de orden n de un grupo 
abeliano finito G existe un subgrupo y el grupo-cociente del grupo G 
de orden k. 

1707". Sea G un grupo abeliano finito no nulo, cuyos elementos 
no nulos tienen el mismo orden p (grupo elemental). Demostrar las 
afirmaciones: 

a) el número p es primo; 

b) el grupo G se desarrolla en una suma directa дө una cantidad 
finita de subgrupos cíclicos de orden p y posee el orden p*, donde k 
ев la cantidad de esos sumandos; 

©) cualquier subgrupo no nulo Н del grupo G será por si mismo 
elementa! y es un sumando directo en cierto desarrollo directo G = 
= Н + K del grupo б; * 

d) la cantidad de subgrupos de orden p! de un grupo elemental G 
de orden p*, donde kz» 1 2> 0 es igual а 


y-- 
1708*. Demostrar que el grupo abeliano finito G se engendra me- 
diante sus elementos de orden máximo. 
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$ 21. Anillos y campos 


Aclarar cuáles de los siguientes conjuntos son anillos (pero no 
«campos) y cuáles son campos con relación a las operaciones indica- 
das. (Si las operaciones no se indican, se sobreentionden la adición 
У multiplicación de los números.) 

1709. Números enteros. 

1710. Números pares. 

1711. Números enteros, múltiples a un número n dado (en par- 
ticular, examinar ol caso de n = 0). 

1742. Números racionales. 

1713. Númoros reales. 

1714. Números complejos. 

1715. Números tipo a + bV Ž;, siendo a y b enteros, 

1716. Números tipo а + 5/3, siendo a у b racionales, 

1717. Números complejos tipo а + bi, siendo a y b enteros. 

1718. Números enteros tipo a + bi, siendo а y b racionalos. 

1719. Matrices de orden n con elementos enteros con relación а 
За adición y multiplicación de las matrices. 

1720. Matrices de orden n con elementos reales con relación a la 
adición y multiplicación de las matricos. 

1721. Funciones con valoros reales, continuas en el segmento 
1—1, +1] con relación a las operaciones corrientes de adición y 
multiplicación de las funciones. 

#1722. Polinomios con respecto a una indeterminada z de coefi- 
cintes enteros con relación a las operaciones corrientes de adición 
y multiplicación. 

1728. Polinomios con respecto a una indeterminada = de coefi- 
«cientes г6 ез con relación a las operaciones corrientes. 


1724. Todas las matrices tipo (55 Y ), siendo а, b racionales 


о reales, con relación a las operaciones corrientes de adición y mul- 
+iplicación де las matrices. 


1725*. ¿Formarán todos los polinomios trigonométricos ay + 
+ Ў) (ак cos ke + ba sen kz) con coeficientes reales un anillo? 
Aclarar lo mismo para los polinomios sólo de los cosenos а, + 
+3 а соз ke y sólo para los senos Š b, sen kz. 


1726*. ¿Formarán un anillo los números tipo a + 5/2 con a y b 
racionales, con relación a las operaciones corrientes (para mayor pre- 
cisión se toma el valor real de la raíz). x 

1727*. Mostrar que los números tipo а + 5/2 + сү 4 con a, b, c 
racionales forman un campo, con la particularidad de que cada ele- 
mento de este campo de aspecto dado se representa unívocamente. 
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Hallar el elemento, inv в Кз Ут 
valor real де la raiz) o 90 пепо 1 — P2 + ЗУ Ge toma ol 

1728. Demostrar que los números tipo а + bj/$ + cl/25 con a, 
b, с racionales, forman un campo; hallar en este campo el número, 
inverso al número z = 2 + 3/5 — Y 25. 

1729*. Sea а. una raíz del polinomio f (2) de grado n>1 de 
coeficientes racionales, irreduciblo sobro el campo de números racio- 
nales. Demostrar que los números tipo а, + ax + a? +... 
‚++ + anma", siendo ау, а, аз... = An~, racionales, forman un 
campo, con la particularidad de que сада elemonto de dicho campo 
se anota unfvocamente en la forma indicada, Se dice que este campo 
se m obtenido, uniendo el número a al campo de los números racio- 
nales. 

1730*. En un campo obtenido uniendo al campo los números 
racionales de la raíz а del polinomio 7 (2) = 13 + 423 + 22 — 6 
(problema 1729) hallar ol número, inverso a B = 3 — а + al. 

1731. Demostrar que todas las matrices diagonales, o sea las 
matrices tipo 


de orden n >2 de elementos reales con relación a las operaciones 
corrientes de adición y multiplicación de las matrices. forman un 
anillo conmutativo con divisores de cero. 

1732. Citar ejemplos de divisores de cero en un anillo de funcio- 
nes, continuas en el segmento [—1, +1]. 

1733. Demostrar que en el anillo de las matrices cuadradas de 
orden n con elementos de cierto campo, las matrices degeneradas, y 
sólo ellas, son divisores de cero. 

1734. Mostrar que los pares (а, b) de números enteros con opera- 
ciones prefijadas mediante las igualdades 


(а, by) + (an, ba) = (а + an bi + ba), 
(а bi) (а, b1) = (аа баба), 
forman un anillo, y hallar todos los divisores de cero de este anillo. 

1735. Demostrar que el campo no posee divisores de cero. 

1736. Demostrar que de la igualdad az = ay para un elemento 
dado a y cualesquiera elementos z e y del anillo se desprende la igual- 
dad z = y cuando, y sólo cuando, a no es el divisor izquierdo de 
cero, ч 

1737. Mostrar que las matrices de orden n > 2 con elementos 
pertenecientes а cierto campo, en las cuales todas las filas, empezando 
por la segunda, constan de ceros, forman-un anillo, en el cual todo 
elemento distinto de cero, será un divisor de cero por la derecha. 
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¿Qué matrices en este anillo no serán divisores de cero por la iz- 
quierda? 

1738*. Mostrar que en el anillo con la unidad e la conmutativi- 
dad de la adición se desprende de los axiomas del anillo. 

1739. Después de comprobar que la propiedad de cero 
divisores de cero se puede demostrar sin usar la conmutati 
la adición, demostrar que en el anillo que contiene por lo menos un 
elemento c que no es divisor de cero, la conmutatividad de la adición 
se deduce de todos los demás axiomas. 

1740. Citar ejemplos de anillos de las matrices de tipo especial 
que poseen varias unidades por la derecha o varias por la izquierda. 

1741. Supongamos que se da un número entero n >> 0. Dos nú- 
meros enteros a y b se denominan comparativos según el módulo n, lo 
que se escribe de la siguiente manera: a = b (mod п), si su diferon- 
cia a — b se divide por n (para n = 0 esto significa que a == b; para 
n > 0, que a y b, al dividir por n, dan el mismo resto, a saber; el 
residuo según el módulo п). Mostrar que el conjunto de todos los 
números enteros Z se divide en clases de números comparativos entro 
sí que no poseen elementos comunes. Determinemos la adición y mul- 
tiplicación de las clases mediante las correspondientes operaciones 
sobre sus representantes, es decir, si los números а, b, a + b y ab 
pertenecen a las clases A, B, C y D, respectivamente, ponemos А + 
+bB=C y АВ = р. 

Demostrar que рага semejantes operaciones un conjunto de clases 
es un anillo (el anillo de los residuos Z, según ol módulo n). 

1742». Demostrar que un anillo conmutativo finito sin divisores 
de; сего que contiene más de un elemento, es campo. 

*1743*, Mostrar que el anillo de los residuos según el módulo т 

(problemá 1741) será campo cuando, y sólo cuando, n es un número 
primo. 7, 
1744. ла matriz cuadrada se denomina escalar si sus elementos 
en la diagonal principal son iguales entre sí, y fuera de la diagonal 
principal son nulos. Mostrar que las matrices escalares de orden n. 
con elementos reales para las operaciones corrientes forman un campo, 
isomorlo al campo de los números reales. 


1745. Mostrar que las matrices tipo (. 2^), donde a y b son 
números reales, forman un campo, isomorfo al campo de los números 
complejos. 

1746. Demostrar que el campo de las matrices tipo ( yy 9% demú- 
meros racionales a y b (problema 1724) es isomorfo al campo de nú- 


meros tipo а + bV Z. donde a, b son también racionales. 
1747*. Demostrar que ol álgebra de matrices reales tipo 


—b а —4 e 
– 4 а —b 
-d —c b в 
es isomorfa al álgebra de los cuaternios a + bi + cj + dk. 
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1748. Demostrar que el álgebra delasmatricestipo(_ 4385 еа), 
siendo а, b, с, d reales e i = V ZT; es isomorfa al álgebra de los 
cuaternios a => bi + сј + dk. 

1749. Hallar todos los automorfismos (es decir, las aplicaciones 
isomorfas sobre sí) del campo de números complejos que dejan inva- 
riables los números reales. 

1750*. Demostrar que cualquier campo numérico contiene en 
calidad de un subeuerpo conmutativo el campo de números racionales. 

1751*. Demostrar que para cualquier isomorfismo do los campos 
numéricos el subeuerpo conmutativo de números racionales se aplica 
de modo idéntico. 

En particular, el campo de números racionales admite sólo una 
aplicación isomorfa idéntica sobre sí. 

1752%. Demostrar que la aplicación idéntica es la única aplica- 
ción isomorfa del campo de números reales sobre sí. 

1753. Haciendo uso del problema 1752, hallar todas las aplica- 
ciones isomorfas del campo de números complejos sobre sí, que con- 
vierten los números reales de nuevo en reales. 

1754. Demostrar que el subcuerpo conmutativo mínimo de cual- 
quier campo de la característica cero es isomorfo al campo de nú- 
meros racionales. 

1755. Demostrar que el subcuerpo conmutativo mínimo de cüal- 
quier campo de la característica p es isomorfo al campo de los resi- 
duos según el módulo p. 

1756. Resolver el sistema de ecuaciones 

ж +. 2а = 1, y + 22 = 2, 2r + 2 =1 
en el campo de los residuos según el módulo 3 y según el módulo 5. 
7. Resolver el sistema de ecuaciones 
Зеу + 24 = 1, z + 2y + 3z = 1, 4: + Зу + 2: = 1 
en el campo de los residuos según el módulo 5 у el módulo 7. 
1758. Hallar el máximo común divisor de los polinomios 
1б) = аза + 22 + 2, в (1) = 1 + 7 +1 

а) sobre el campo de los residuos según el módulo 

b) sobre el campo de números racionales. 

1759. Hallar el máximo común divisor de los polinomios 

Í (2) = 52? + 23 + 5x + 1, g (z) = Баз + 211 + 4 

a) sobre el campo де los residuos según el módulo 5 (en este caso 
cada coeficiente a se tiene que considerar como un múltiplo ye de la 
unidad e del campo indicado o sustituir los coeficientes por sus mí- 
nimos residuos no negativos segün el módulo de 5); 

b) sobre el campo de nómeros racionales. 

1760. Hallar el máximo común divisor de los polinomios 

Ра) = 44-1, (а) = + 2 +1 
sobre el campo de los residuos según el módulo: a) 3; b) 5. 
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1761*. a) Demostrar que si los polinomios f (2) у 2 (z) con coefi- 
cientes enteros son primos entre sí sobre el campo Zp de los residuos 
según el módulo simple p, con la particularidad de que por lo me- 
nos uno de los coeficientes mayores no se divide por p, estos polino- 
mios «son primos entre sí sobre el campo de números racionales; 

,mostrar en un ejemplo que para cualquier número primo p 
la afiémación inversa es incorrecta. 

1762*. Demostrar que los polinomios f (т) y g (2) con coeficientes 
enteros son primos entre sí sobre el campo de números racionales 
cuando, y sólo cuando, ellos son primos entre sí sobre el campo de 
residuos según el módulo p, donde p es cualquier número primo, a 
excepción, puede ser, de un conjunto finito de semejantes números. 

1763. Descomponer el polinomio 23 + z? + z? + 1 en factores 
irreducibles sobre el campo de los residuos según el módulo 2. 

1764. Descomponer el polinomio х? + 217 + 4z + 1 en factores 
irreducibles sobre el campo de los residuos según el módulo 5. 

1765. Descomponer el polinomio z* + z? + 2 +2 еп factores 
irreducibles sobre el campo de los residuos según el módulo 3. 

1766. Descomponer el polinomio z* + 31% + 222 + z -- 4 en 
factores irreducibles sobre el campo de los residuos según el módulo 5. 

1767. Desarrollar todos los polinomios de segundo grado con res- 
pecto a х en factores irreducibles sobre el campo de los residuos se- 
gún el módulo 2. 

1768. Descomponer todos los polinomios de tercer grado con res- 
pecto а z en factores irreducibles sobre el campo de los residuos se- 
gún el módulo 2. 

1769., Hallar todos los polinomios de segundo grado con respecto 
а х con abcoeficiente mayor igual a 1, irreducibles sobre el campo de 
los residuos según el módulo 3. 

1770. Hallar todos los polinomios de tercer grado con respecto a 
х con el coeficiente mayor igual a 1, irreducibles sobre el campo de 
los residuos según el módulo 3. 

1771*. Demostrar que si el polinomio f (2) con coeficientes ente- 
ros se reduce sobre el campo de números racionales, es reducible sobre 
el campo de los residuos según cualquier módulo simple p, que no 
divide el coeficiente mayor. Citar un ejemplo del polinomio redu- 
cible sobre ol campo de números racionales, pero irreducible sobre 
el campo de los residuos según el módulo p, donde p divide el coefi- 
ciente mayor. 

1772*. Demostrar que cualquier subgrupo finito G de un grupo 
multiplicativo del campo P es cíclico. Por ejemplo, el grupo multipli- 
cativo del campo Zp de los residuos del anillo de números enteros 
según el módulo simple p y del grupo G, de las raíces de n-ésimo grado 
de la unidad son cíclicos (lo último es sencillo demostrarlo, usando 
la anotación de las raíces en forma trigonométrica). 

1773*.1) Existen polinomios con coeficientes enteros irreducibles 


1) Este problema se lo ofreció al autor 1, Н. Shafarévich. 
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sobre el campo de números racionales, pero reducibles sobre el campo 
de los residuos según cualquier módulo simple р. 

Demostrar que el polinomio f (z) = 2 — 10x? + 4 pertenecerá, 
por ejemplo al caso mencionado antes. Este polinomio es el del mí- 
nimo grado con coeficientes enteros que posee la raíz ж = У 2 + УЗ. 

1774*. Demostrar que si todos los elementos de un anillo con- 
mutativo R tienen un divisor común e, este anillo posee la unidad. 

1775. Indicar un anillo conmutativo con la unidad que contiene 
el elemento а 7 0 con wna de las siguientes propiedades: 

a) a* = 0; b) para un número entero n > 1 dado se cumplen las 
condiciones а" = 0, аћ 52 0, si 0< k< n. 

1776. Sca R un anillo conmutativo con Ја unidad e. Demostrar 
que: 

а) un elemento invertible (es decir, un divisor de la unidad) no 
puede ser divisor de cero; 

b) un elemento invertible posee un elemento invertible único; 

с) si б, e son invertibles, а se divide por b si, y sólo si, аб se di- 
vide por be; 

d) el ideal principal (a) del elemento a perteneciente a R di- 
fiere de R cuando, y sólo éuando, a es invertible. 

1777. Sea А un anillo conmutativo con la unidad e y^ Sin divisores 
de cero. Demostrar quo: 

а) los elementos а, b son asociados cuando, у sólo cuando, рада 
uno de ellos se divide por el otro; 

b) los ideales principales (a) y (b) coinciden cuando, y sólo МЕТ 
а y b son asociados (la definición del ideal principal se da en el 
problema 1783). 

1778. Sean А un anillo conmutativo con la unidad:e y R (2) un 


conjunto de todas las series de potencias formales У) anz", а, € R. 
E 
Introduzcamos las operaciones corrientes de adición y multipli- 


cación de las series: 


a+ Ў рат Ў (аара) а", 
(È ana") (È Валя) = È yaz", donde y, 3 одра 
= = E х 


Mostrar que: 
a) R(z) es un anillo conmutativo con la unidad; 
b) А {ту contiene un subanillo isomorfo a R; 

m c) si R no tiene divisores de cero, lo dicho es justo tamblén para 
«у 


d) si R es un campo, Ў) алл" será un elemento invertible del 
= 


anillo R (z ) cuando, y sólo cuando « ^ 0. 
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1779%. Sea А un conjunto de todos los números tipo a + bV —3, 
donde a y b son racionales. Mostrar que A es un anillo con la unidad, 
en el cual existe, pero по de modo unívoco, la descomposición en 
factores primos. En particular, mostrar que en dos descomposiciones 


4-2-22(4-Y 73) (1-Y 


los ћи оке son primos, además 2 no está asociado a 1 + V =3. 

1780*. Demostrar que todas las sumas finitas Y) ajzr, con a; rea- 
les y r; no negativos binarios racionales con respecto a las opera- 
ciones corrientes de adición y multiplicación de las funciones forman 
un anillo conmutativo con la unidad y sin divisores de cero, en el 
cual no existen elementos simples. 

1781. Serán los siguientes conjuntos subgrupos del grupo adi- 
tivo, subanillos o ideales de Jos anillos indicados más abajo: 

a) el conjunto nZ de los números, múltiples al número n > 1, en 
el anillo de los números enteros Z; 

b) el conjunto Z de los números enteros en el anillo Z [2] de ро- 
linomios de números entoros; 

€) el conjunto nZ [2] de los polinomios, cuyos coeficientes son 
múltiples al número z > 1, en el anillo Z [х] de los polinomios de 
números enteros; 

4) el conjunto N de números naturales en el anillo de números 
enteros Z; 

e) el conjunto Z de números enteros en el anillo A de los núme- 
rs gausianos enteros, es decir, los números tipo а + bi donde a, b 
son racionales enteros; 

1) el conjunto 8 de los números a + bi, donde a == b, en el anillo 
A de números gausianos enteros; 

g) el'éónjunto С de los números tipo z (t + i) en el anillo A de 
números gausianos enteros, donde 2 recorre todo el anillo А; 

ћу el conjunto Z (21 de los polinomios de números enteros on el 
anillo R [21 de los polinomios sobre el campo R de números raciona- 
les; 

i) el conjunto Z de los polinomios que no contienen términos con 
a^ para todos los k < n, donde л > 1, en el anillo Z [т] de polino- 
mios de números enteros; 

j) el conjunto / de los polinomios con términos independientes 
pares en el anillo Z [z] de polinomios de números enteros; 

k) el conjunto Z de los polinomios con coeficientes mayores pares 
en cl anillo Z [2] de polinomios de números enteros. 

1782. Demostrar que la intersección de cualquier conjunto de 
ideales de un anillo conmutativo R es ideal. 

1783. Se denomina ideal principal (a) engendrado por el elemento 
а de un anillo conmutativo R, el ideal mínimo que contiene a. De- 
mostrar que el ideal (a) existe para cualquier elemento a € R y cous- 
{а de todos los elementos tipo 

а) ra, donde г es cualquier elemento de A si R posee la unidad; 
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b) га + na, donde r es cualquier elemento до /t y n es cualquier 
número entero si R no tiene la unidad. 

1784. So denomina ideal (M), engendrado por el conjunto M de un 
anillo conmutativo R, el ideal mínimo que contiene M. Si el conjunto 
M consta de un número finito de elementos aj, ..., a, el ideal 
(M) se designa también рог (д, .. -, aj. Demostrar que el ideal 
(M) existe para cualquier conjunto no vacío M € R y consta de todas 
las sumas finitas, tipo: 

а) Умаг ri H В. a, € M si R tiene la unidad; 

b) ria, + У niai r; € R; а; € M; n, son números enteros si R 
mo posee unidad. 

1785*. Se denomina anillo de los ideales principales un anillo 
conmutativo con la unidad y sin divisores de cero, en el cual сада 
ideal es el principal (véase el problema 1783). Demostrar que cada 
uno de los siguientes anillos es el anillo de los ideales principales: 

a) el anillo Z de números enteros; 

b) ol anillo P [x] de polinomios con respecto a una indeterminada 
г sobre ol campo P; 

с) el anillo А de números gausianos enteros. 

1786. Se denomina suma de los ideales Is, Га, . . ., [n de 'un anillo 
conmutativo R el conjunto I де todos los elementos z "pertenecientes a 
R, que se representan en la forma 


ж=щ+ +... + ж ЄГї=1,2,...,% y 


Se escribe Z = Г, + Г, + + In. Si para cualquier z де / la 
representación indicada es única, la suma de 7 se llama suma directa 
de los ideales I,. En este caso se escribe Г == I, + 1, + ... + Ire 

Demostrar que: 

a) la suma de cualquier número finito de ideales es un ideal; 

1) la suma de dos ideales será una suma directa cuando, y sólo 
cuando, su intersección contiene sólo el cero. 

1787. Demostrar que si 1 = 1, + 1, es una suma directa de 
ideales Ту, Ту, el producto de cualquier elemento perteneciente а Г, 
por cualquier elemento de 7, es igual a cero. 

1788. Sea R = Г, + Г, una descomposición del anillo conmu- 
tativo A con la unidad e en una suma directa de ideales no nulos 

v 


m 
Demostrar que si e = e, + eg; е, € Тү; с, € Г, ontonces су, е, 
serán unidades en Г, е Js, respectivamente, pero no en Ж. 

1789. Demostrar que el anillo cociente del anillo D [2] de los 
polinomios con coeficientes reales segün el ideal de los polinomios 
que se dividen рог z? + 1, es isomorfo al campo de números cample-. 
jos a + bi con las operaciones de adición y multiplicación, determi- 
nadas mediante las reglas bien conocidas del curso escolar. 

1790. Demostrar que cualquier aplicación homomorfa del campo 
P en un anillo R es bien una aplicación isomorfa en cierto campo que 
entra еп A en calidad de subanillo (el denominado encaje de P 
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en R), o bien la aplicación de todos los elementos de Р еп cero 
de R. 

1791. Sean Z un anillo de números enteros y R cualquier anillo 
con la unidad e. Demostrar que la aplicación q para la cual q (n) = 
= ne, es una aplicación homomorfa де Z en R. Hallar la imagen q (2) 
del anillo 2 para dicho homomorfismo. 

1492. Sean A un anillo de números gausianos enteros, 7 un con- 
junto de todos los números a + b donde a y b son pares. a) Mostrar 
que'7 es el ideal en A; b) hallar las clases contiguas de А según I; 
с) en el anillo cociente 4/1 hallar los divisores de cero y mostrar con 
ello que А// no es un campo. 

1793. Demostrar que el anillo cociente 477 del anillo de núme- 
ros gausianos enleros según el ideal principal 7 = (3) es un campo 
de nueve elementos. 

1794. Demostrar que el anillo cociente 477 del anillo de números 
gausianos enteros según el ideal principal / = (п) será campo cuando, 
y sólo cuando, n es un número primo, no igual a la suma de dos 
cuadrados de números enteros. Я 

1795. Sean Р [z, у] un anillo do polinomios con respecto а dos 
indeterminadas z, y sobre el campo P, un conjunto de todos los 
polinomios de este anillo sin término independiente, Demostrar que: 

a) J es un ideal, pero no es el ideal principal; 

b) el anillo cociente Р [z, yl// es isomorfo al campo Р. 

1796. Sea / = (т, 2) un ideal, engendrado por el conjunto de dos 
elementos z y 2, en un anillo de polinomios de números enteros 
2141. Demosttar que: 

^а) el ideal / consta de todos los polinomios con términos inde- 
pendientes pares; 

b) el idoal 7 no es principal; 

c) el afillo cociente 2 121/7 es isomorfo al campo de los residuos 
según el módulo 2. 

1797. Sea (n) un-ideal, engendrado por un número entero n > 1 
en el anillo de polinomios de números enteros Z [2]. Demostrar que 
el anillo cociente Z [z]/(n) es isomorfo al anillo 2, [x] de los polino- 
mios sobre el anillo de los residuos según el módulo n. 

1798. Sean R un anillo de todas las funciones reales f (т), determi- 
nadas en toda la recta numérica para las operaciones corrientes de 
adición y multiplicación, y c un número real. Demostrar que: 

a) la aplicación q 17 (2)] = / (c) es una aplicación homomorfa 
del anillo R sobre el campo D de números reales; 

b) el núcleo del homomorfismo q, es decir, el conjunto / de todos 
los elementos del anillo R, transformados en el número 0, es el ideal 


©) el anillo cociente R7I es isomorlo al campo de números ren- 
les D. 
1799. Sean Zp un campo de los residuos según el módulo simple p, 
Í (2), un polinomio de grado n perteneciente al anillo Z, [т], irredu- 
cible sobre el campo Zp (de la teoría de los campos se sabe que seme- 
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jante polinomio existe para cualquier p simple y cualquier п natu- 
ral), Г el ideal principal, engendrado por el polinomio / (2) en el 
anillo Z la]. Demostrar que el anillo cociente Zp [z]// es un campo 
inito y hallar la cantidad de sus elementos. 


$ 22. Módulos 


Se denomina módulo izquierdo sobre el anillo R un grupo abeliano Af (por lo 
овога! con una anotación aditiva de la operación), para cuyos elementos se de- 
finn la multiplicación por los elementos de A, de modo que ha € Af para cuales- 
miera A € Ra € M, con la particularidad de quo se cumplen las siguientes con- 
iciones, semejantes а las propiedades de Ја multiplicación del vector por ta 
húmero para cl espacio linca! 
1 Ма D) да A, 2. (plasma + на, 3. Х(рај= Ap) ay 
donde М u E R, a, b E M. 
Sl, además! el anillo Я posee la unidad = y 


4. ta а, a € M, 


M во denomiua módulo izquierdo unitario sobre Н. 

So llama submódulo del módulo izquierdo M sobre el anillo R e! subgrupo 4 
del grupo M, para el cual Aa € A para cualesquiera A € R, a € 

La aplicación q del módulo izquierdo M sobre ol módulo izquierdo M' sobre 
un mismo anillo Л se denomina homomorfo si q (а + b) = qa + qb, y (а) = 
= du para cualesquiera a. РЄ М. A € R- P 

Та aplicación homomorfa y binnivoca del módulo A sobrfÁl módulo M^ 
(sobre el mismo anillo) se denomina tsomorfa (o isomorfismo) y los módulos M y 
M' ве Патап isomorfos. S 

Se denomina módulo cociente M/A del módulo izquierdo M sobre el anillo R 
según el submódulo A, el grupo cociente M/A con la multiplicación natural por 
los elemontos del anillo: A (z + 4) = âr + A. 

Se denomina secuencia O (а) (6 anulador Ann (a) del elemento a del módulo 
izquierdo M sobre el anillo R el conjunto de todos los elementos € R, para los 
cuales Аа = 0. Si la secuencia del elemonto a contiene sólo el coro del anillo А, a 
so Пата elemento libre (o elemento de orden cero). En caso contrario, а se Пата 
elemento periódico (0 elemento de orden no s 

Se determinan de modo análogo los módulos derechos M sobre el anillo № 
con ЈА аарыны de a € M, a € M, € А. y los conceptos relacionados 
con ellos 

51 en los problemas siguientes. bla simplemente del módulo 4 sobre el 
anillo R, M se examina, para definición, como el módulo izquierdo sobre Л 
pesar де que las correspondientes propiedades son válidas también para el mó- 
dulo derecho sobre F 

Con el fin de simpificur, algunos problemas se onuneian para el caso de un 
anillo conmutativo, aunque ellos pueden generalizarse para los módulos sobre 
anillos no conmutativos. 


1800, Citar ejemplos de un módulo M sobre el anillo A en el que 
existen 440 de R y a0 de М, con la particularidad de que 
a — 0. 

1801. Comprobar que cualquier grupo abeliano G (conyuna ano- 
tación aditiva de la operación) es módulo sobre el anillo Z Че nüme- 
ros enteros. Ё + 

4802. El módulo izquierdo M sobre el anillo A se denomina 
trivial si ha = 0 para cualesquiera А € R, a € M. Demostrar que el 
módulo izquierdo 47 sobre el anillo / con la unidad e se descompone 
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еп una suma directa de los submódulos: M = M, + M,, donde M, 
es unitario y Ma, trivial, con la particularidad de que M, contiene 
todos los elementos a € M, para los cuales ва = a, y М», todos los 
elementos a € M, paca los cuales ea = 0. 

1803. Comprobar que: 

a) si el anillo conmutativo R se examina como el módulo izquier- 
«do sobre sí mismo, los submódulos de este módulo coinciden con los 
ideales del anillo A; 

b) ài el anillo no conmutativo / se examina como un módulo 
izquierdo (derecho) sobre sí mismo, los submódulos de este módulo 
«coinciden con los ideales izquierdos (derechos) del anillo А. 

1804*. Mostrar que el grupo abeliano G primario según el número 
primo p (problema 1695) puede examinarse como un módulo unita- 
то sobre el anillo R de números racionales, cuyos denominadores no 
so dividon por p. 

Se denomina submódulo cíclico, engendrado por el elemento 
a del módulo izquierdo M sobre el anillo R, el submódulo mínimo {а} 
que contiene a. Demostrar que para cualquier a € M el submódulo 
«cíclico (a) existe y consta de todos los elementos del módulo Af que 
tienen el aspecto: 

а) ża, donde X € R si M es un módulo unitario; 

Db) ла + na, donde } € R y п es un número entero si M es cual- 
quier módulo, 

1806. Demostrar que el espacio lineal n-dimensional sobre ol 
«campo P es (para las mismas operaciones) un módulo unitario sobre 
P, con la равшан. de que oste módulo se descompone en una 
suma directa de n submódulos cíclicos. 

"1807. Sean M un módulo unitario sobre cl anillo conmutativo 
R con la ünidad e. (a) y (b). módulos cíclicos, O (a) y О (b), las 
secuencias;ge a y b, respectivamente. 

a) Deinostrar que si (a) = {b}, O (а) = 0 (0); 

b) mostrar en un ejemplo que las © iciones O (а) = O (b) es 
insuficiente para la igualdad ( ај = ћ 

с) demostrar que para la igualdad a {b} es necesario y su- 
ficiente que sea b = ca, а = Pb, donde о, В son ciertos elementos 
perteneciontes a R; 

d) demostrar que para la igualdad (a) 
ficiente la ejecución de las condiciones: b = aa, donde « € R y es 
invertible según el módulo О (a), es decir, la clase contigua а + 
+ 0 (а) es un elemento invertible del anillo cociente R/O (a). 

8*. Demostrar que cualquier submódulo A del módulo cíclico 
M = (a) sobre el anillo de los ideales principales R será el mismo 
«cíclico. 

1809. Sea R un conjunto de todas las sucesiones infinitas de los 
números enteros ® = (ау, аз, . . .) con la adición y multiplicación 
por las componentes. Comprobar que A es un anillo conmutativo con 
la midad, o sea, el módulo cíclico sobre sí mismo. Hallar en ese mó- 
dulo el submódulo que no posee un sistema finito de generatrices. 
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(b) es necesario y su- 


Esto muestra que el submódulo de ип módulo cíclico puede no ser 
cíclico, y el submódulo de un módulo finitamente engendrado puede 
no ser finitamente engendrado. 

1810. Sea M un módulo sobre el anillo conmutativo R. 

a) Demostrar que si A no tiene divisores de cero, el conjunto 
Ac М de todos los elementos periódicos es un submódulo del mó- 
dulo M; 

b) mostrar en ejemplos que para el anillo # con divisores de cero 
la afirmación anterior puede ser incorrecta. 

1811*. Sean M un módulo sobre el anillo de los ideales principa- 
les В, а y b, elementos periódicos de M de las secuencias О (а) == (а), 
О (b) = ($), 6, el máximo divisor común де æ y В. Demostrar que el 
elemento a + b es también elemento periódico de la secuencia O (a + 
+ b) = (у), con la particularidad de que: a) y divide af/S; b) y 
es múltiple a aß/6?. 

1812*. El módulo M se denomina periódico si todos sus elemen- 
tos son periódicos. El módulo M sobro el anillo de los ideales prin- 
cipales R se denomina primario si las secuencias de todos los ele- 
mentos de M, lo mismo que los ideales en В, se engendran por los 
grados de un mismo elemento simple p де R. El módulo Af se deno- 
mina suma directa de un sistema (no es obligatoriamente finita) de sus 
submódulos M; si cada uno de los elementos no nulo de, M se repre- 
senta unívocamente en forma de una suma de un número finito de 
elementos no nulos tomados uno por uno de ciertos M ;. Demostrar que 
cualquier módulo periódico M sobre el anillo de ideales principales R 
se descompone en una suma directa de submódulos primarios. ? 

1813“, Sea M un módulo sobre el anillo R. Demostrar el teorema: 
para que en М cualquier submódulo tenga ona cantidad finita de 
generatrices es necesario y suficiente que en M se satisfaga la con- 

бп dol carácter máximo para los submódulos: cualquier sucesión 
creciente de submódulos (no son obligatoriamente diferentes) 
M, = M, & . . . зо estabiliza en el paso final. En particular, eso es 
válido para los ideales del anillo R si éste se considera como un mó- 
dulo sobre sí mismo. 

1814. Demostrar que si {а} y {Ь} son módulos cíclicos unitarios 
sobre un mismo anillo R, con la particularidad de que los órdenes de 
a y b están ligados mediante la implicación O (a) О (b), existe una 
aplicación homomorfa de {а} sobre {b}. 

1815. Sea М = {а} un módulo cíclico unitario sobre el anillo 
conmutativo R con la unidad e. Demostrar que: 

а) la secuencia de O (a) del elemento a es el ideal en А; 

b) el anillo cociente R/O (a) considerado como módulo sobre R 
con multiplicación natural, determinada por la multiplicación en 
R, es isomorfo al módulo M. D ~ 

1816. Sea M = А + B la descomposición del módulo *M sobre 
el anillo R en una suma directa de los submódulos A y 8. Demostrar 
que el módulo cociente M/A es isomorfo, como módulo sobre R, 
al módulo 8. 
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1817. El módulo M se denomina dilatación del módulo A mediante 
el módulo B si A es el submódulo de M y el módulo cociente M/A es 
isomorfo a В (M, A, B son módulos sobre un mismo anillo R). Demos- 
trar que la dilatación de un módulo finitamente engendrado median- 
te uno engendrado finitamente es un módulo finitamente engendrado. 

1818. Demostrar que si en el módulo M se realiza la condición 
máximo para los submódulos (véase el problema 1813), 
$ ición se cumple en el módulo cociente М/А del módulo Af 

según cualquier submódulo A. 
1819*. Sean A, B submódulos del módulo M sobre el anillo R. 
Demostrar el siguiente teorema sobre el isomorfismo: 


(А + ВУА œ ВКА N B). 


1820". Sea M un módulo unitario con una cantidad finita de 
gonoratrices zy, Ze, .. ., z, sobre el anillo conmutativo R con la 
unidad. Demostrar que si se cumple la condición del carácter máximo 
para los ideales еп е! anillo R, se cumple también para los submódu- 
los on el módulo M (este teorema puede generalizarse para los ani- 
llos no conmutativos con la condición del carácter máximo para los 
ideales por la derecha o por la izquierda). 


del cará 


$ 23. Espacios lineales y transformaciones lin 
(anexo a los $$ 10, 16—19) 


1821. Demostrar que para que se cumpla la igualdad az + Ву = 
= Pe + ay, donde а, В son números y æ, y, vectores, es necesario y 
suficiente que sea bien æ = В, o bien z = y. 

1822*. a) Sin utilizar la conmutatividad de la adición de los 
vectores, démostrar que los elementos nulo y opuesto por la derecha 
serán también por la izquierda; 

b) haciendo uso del punto a) demostrar que la conmutatividad 
de la adición de los vectores se desprende de los demás axiomas del 
espacio lineal. 

1823. Sean D un campo de números reales y У un conjunto de 
todas las funciones, prefijadas y que toman los valores positivos en 
el segmento la, bl. Determinemos la adición de dos funciones y la 
multiplicación de la función por un número mediante las igualdades: 

10f=f8,20f=f%,],g€V,2€D. 

a) Comprobar que para las operaciones señaladas Y es un espacio 
lineal sobre el campo D; 

b) demostrar que el espacio V es isomorfo а V’ de todas las fun- 
ciones reales, prefijadas en el segmento [a, b] para las operaciones 
corrientes de adición de Un funciones y la multiplicación de la fun- 
ción por un número real; 

с) hallar la dimensión del espacio У. 

1824. Demostrar la independencia lineal del sistema de funciones 
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^x, ..., е\тх, donde Ža, . . », Àn son números reales distintos de 
dos en dos. 

1825". Demostrar la independencia lineal del sistema de funcio- 
mes а, ..., 22", donde ол, +, Фа son números reales distintos 
4e dos en dos. 

1826*. Demostrar la independencia lineal de los sistemas de 
funciones: 

a) sen z, cos z; b) 1, sen z, cos z; 

с) sen т, sen 22, .... sen nz; 4) 4, созт, cos 2z, . . ., COS nz; 

e) 1, cos z, sen т, cos 2r, sen 2z, . соз nz, sen nr. 

1827*. Demostrar la independen eal de los sistemas de 
funciones: 

а) 1, sen z, sen? z, ..., sen” z; b) 1, cos z, сов? z, . . ., cos" z. 

1828. Demostrar la dependencia lineal de los sistemas de fun- 
«ciones: 

а) 1, sen z, cos =, sen? z, cos? z, .. ., sen” 2, cos” z para n > 2; 

b) sen т, cos z, sen? z, cost z, ..., зеп" =, COS" х para п > 4. 

1829*. Comprobar quo todos los polinomios homogéneos de grado 
k con respecto a n indeterminadas тү, Za, . . .. 7, con coeficientes 
reales (o con coeficientes de cualquier campo) junto con el cero for- 
man un espacio lineal para las operaciones corrientes, y hallar la 
«dimensión de ese espacio. Я 

1830*. Comprobar que todos los polinomios de grado <% con 
respecto a л indeterminadas ту, Ta, · . ., n con coeficientes¡reales 
(o con cooficientes de cualquier campo) junto con el cero forman un 
espacio lineal para las operaciones corrientes, y hallar la dimensión 
de ese espacio. 

1831. Sea У un espacio lineal de todos los polinomios con respec- 
to a x de grado «n, n > 1, con coeficientes reales. 

a) Demostrar que el conjunto L de todos los polinomios de V, 
que tienen una raíz real с dada, es subespacio de V; 

b) hallar la dimensión de Ь; 

с) lo mismo para el conjunto La, 1 < k << n, de todos los poli- 
nomios de V que tienen k diferentes raíces reales с, . . ., c (Sin te- 
ner en cuenta su multiplicidad); 

d) ¿sorá subespacio el conjunto L' de todos los polinomios de V 
que tienen una raíz real simple c? 

1832*. Demostrar el teorema: para que dos sistemas linealmente 
independientes con Ja misma cantidad de vectores 


а... ho 4) 
[PEE (2) 


de un espacio n-dimensional V, sean equivalentes (o engendren el 
mismo subespacio), es necesario y suficiente que en cualquier base 
los menores mutuamente correspondientes de las matrices А y B de 
las filas de coordenadas de los vectores, pertenecientes a esos siste- 
mas, sean proporcionales. 
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1833. Demostrar que cualquier subespacio L de un espacio lineal 
n-dimensional У, es el campo de valores de cierta transformación 
lineal q. 

1834. Demostrar que cualquier subespacio L del espacio linca? 
n-dimensional V; es el núcleo do cierta transformación lineal Ф. 

1835. Demostrar que si para cada uno de los valores propios, 
diferegites de dos en dos, A, Je. 2, de la transformación lineal 
Фф зе toma un sistema linealmente independiente de vectores propios, 
el sistema, que contiene todos los vectores elegidos, es linealmente 
independiente. 

1836*. Sean V un espacio lineal real (o un espacio lineal sobre el 


campo P, cuya característica difiere de dos) y V = L -- M una 
descomposición del espacio V en una suma directa de los subespacios 
L y M. Entonces cualquier vector æ se representa unívocamente en Ја 
forma de: 


z—yctZytL ZeM. 


La transformación lineal q, definida por la condición qz = y, se 
denomina proyección del espacio V sobre L paralelamente а M. Según 
el problema 1538, las proyecciones coinciden con las transformacio- 
nes idempotentes, es decir, con las transformacionos lineales que 
poseen la propiedad q* = ф. Haciendo uso de ello, demostrar las 
afirmaciones: 

а) si q es,la proyección sobre L paralelamente а M y e, una 
transformación idéntica, entonces e — q es la proyección sobre M 
paralelamente h 2; 

) para que la suma q = q, + qa de dos proyecciones фу y Pa 
sea proyección, es necesaria y suficiente la condición 


ir $$ = фт = o, (1) 
donde w es la transformación nula; si q, y (р, son respectivamente 
Jas proyecciones sobre L, paralelamente а M, y sobre L, paralela- 
mente a М, соп la particularidad de que se cumple la condición (1), 
€ == Pı + фу es la proyección sobre L = L, + Ly paralelamente a 
M= M, n My 

с) para que la resta q = q, — Ф. de dos proyecciones фу у Pa 
sea proyección, es necesario y suficiente que se cumpla la condi- 
ción 

ФФ = 9: = Фа; @ 
si Pı у Pa son proyecciones determinadas en el punto b), con la par- 
ticularidad de que se cumple la condición (2), entonces ф = q; — Pa 
es la proyección sobre L = L, (| M, paralelamente a M = M, + 
+ La 

d) para que el producto q = фуу de dos proyecciones q, y Фу 
sea proyección, es suficiente el cumplimiento de la condición 

ба = Papi; [7] 
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si фу y Pa son proyecciones determinadas en el punto b), con la: 
particularidad de que se cumple Ja condición (3), entonces q = 
Фуфа es la proyección sobre L = L, ПА. paralelamente а M = 
М, + М, (en este caso la suma no es de modo obligatorio directa). 
Mostrar en un ejemplo que la condición (3) no es necesaria para que 
el producto de las proyecciones q, y Фа sea proyección. 

1837*. Demostrar que si para la transformación Ф de un espacio 
euclídeo V en si mismo existe una transformación conjugada q*, es 
decir, la transformación que posee la propiedad (qz. y) = (т, Фу) 
para cualesquiera vectores æ, y de V, entonces y y q* son lineales. 
En particular, las transformaciones antisimétrica y simétrica pueden 
determinarse respectivamente por las igualdades (фаг, y) = (т, y) 
y (qu, y) = — (т, фу) sin exigir la linealidad. 

1838. Hallar la distancia entre dos planos Py: z = а) + ћа + 
+ ta, y Ру а b, + tib, + ћу. donde а, = (2, 1, 0, 1), a, = 

(4.1,1,4), a, = (1, 0, 0, 1), b, = (1, —1, 1,0), b, = (1,1, 0, 
—1), b, = (1,1, 2, 3) y las coordenadas de los vectores se dan en una 
base ortonormal. 

1839. Se denomina espacio de Hilbert el conjunto У de todas las 
sucesiones infinitas de los números reales z = (aj, аз, • • -), para 


m 
las cuales converge una serie de cuadrados aj. Somejantes sucesio- 


i-i 
nes se llaman rectores (o puntos) del espacio V. La adición de los 
vectores, multiplicación del vector por un número y la multiplica- 
ción escalar de los vectores se determinan de Ja manera corriente. 
A saber: si £ = (а, а...) е y = (bi ба • - -) зоп vectores y с, 
un número, entonces 


к-ну m (и +, tba se), сет (cap саз...) (2, y)=2 ши. 


Demostrar que: 
a) У es un espacio euclídeo de dimensión infinita; 
b) si L* ез un complemento ortogonal al subespacio L pertenecien- 


te a У (problema 4364), la igualdad У = L + L* es válida para L 
de dimensión finita; 

c) mostrar on ejemplos que las igualdades У = L + L* y (L*)* = 
= L (véase los problemas 1364, 1365) pueden ser incorrectas para los 
subespacios de dimensiones infinitas de V. 

1840. Sean V, = L, + L, una descomposición del espacio. euclí- 
deo n-dimensional en una suma directa de dos subespacios, Lt y Li 
los complementos ortogonales de L, y Ls. respectivamentewq упа 
reflexión de У, en L, paralelamente a L. Demostrar que la transior- 
mación q* conjugada a q, es la reflexión de У, en 14 paralelamente 


a Lt. 
4841. Hallar todas Jas transformaciones isométricas (u ortogo- 
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males) que conservan еп su sitio el vector nulo: а) en el plano; b) en 
un espacio tridimensional. 

1842*, Hallar el sentido geométrico de una transformación lineal 
Ф del espacio euclídeo tridimensional, prefijado en una base ortonor- 
mal е, ез, ез mediante la matriz 


23 1 
Ж UE 
* 1 8 Уб 
die T йш ж 
ys уз 1 
4 4 т 


1843%. Aclarar el sentido geométrico de la translormación anti- 
Simétrica ф de un espacio euclídeo para los casos: а) de una recta; 
Ъ) de un plano; c) de un espacio tridimensional. Mostrar que en el 
espacio tridimensional y se reduce a la multiplicación vectorial de 
todos los vectores a la izquierda por un mismo vector а, o sea, qz = 
=a x 2. 

1844%. Demostrar la afirmación: para que la transformación li- 
neal q de un espacio euclideo (no es obligatoriamente que sea de di- 
meusión finita) sea antisimétrica, es necesario y suficiente que con- 
vierta cada vector en un vector, ortogonal a 61. 


$ 24, Funciones y formas lineales, bili 
y cuadráticas (anexo al $ 15) 


1845*. ¡Demostrar que para cualquier función lineal no nula 
1 (2), prefijada en un espacio lineal n-dimensional V,, existe una 
base canónica, en la cual esa función se escribe en forma canónica 
como l(z) = ту, donde z, es la primera coordenada del vector æ 
on esta base. 


1846. Demostrar que la forma bilineal no nula b (2, у) = 


1%, зе descompone en un producto de dos formas linea- 
r 


les b (ж, =L (2) la (y), donde L (а) = 2) biz. l5) 2 сш 


zn 
cuando, y sólo cuando, su rango es igual a 1а unidad. 

1847. Demostrar que la función bilineal Б (т, y) prefijada en un 
espacio n-dimensional real (o en un espacio n-dimensional sobre el 
campo de la característica no igual a dos) es simétrica cuando, y sólo 
cuando, ella tiene una base canónica, en la cual se escribe en forma 
bilineal tipo canónico: b (=, y) = Axis + лай, + + . + а 

1848*. Demostrar que si el producto de dos funciones lineales, 
prefijadas en un espacio lineal У (no obligatoriamente de dimensión 
Жана), es idéntico a cero, es decir, Z, (2) 1, (2) = 0 para cualquier 
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æ € V, entonces por lo menos una de esas funciones es idénticamento 
igual a cero. 

1849*. Demostrar que si la función bilineal simétrica b (e, y), 
prefijada en un espacio lineal V (no obligatoriamente de dimensión 
finita), so descompone en dos funciones lineales: b (z, y)=1, (2) la (у), 
es representable como 6 (z, y) = Al (х) l (y), donde А es ип número 
distinto de cero, y 1 (x) una función lineal. 

1850*. Demostrar que la función bilineal en un espacio real n-di- 
mensional tiene el rango igual a 1 cuando, y sólo cuando, en cierta 
baso se escribe en una forma tipo: 

а) Зету, si la función es simétrica; 

b) туз si la función es asimétrica. 

1851*. Demostrar quo una función antisimétrica no nula en un 
espacio lineal У (no obligatoriamente do dimensión finita) no puedo 
descomponerse en un producto de dos funciones lineales. 

1852*. Sea 2 (x) una función lineal no nula en un espacio lineal 
V (no obligatoriamente do dimensión finita). Demostrar que: 

а) el núcleo 5 de la función / (ж), es decir, el conjunto de todos los 
vectores w € V. рага los cuales / (z) = 0, es el máximo subespacio 
lineal, o sea, S no está еп el subespacio Т, diferente de S y V; 

b) para cualquier vector а que no yace en S, cualquier vector æ 
se representa unívocamente en forma де 2 = у + za, donde y € S. 

1853*. Demostrar quo si dos funciones lineales /, (2) y 1, (2) en un 
espacio lineal У (no obligatoriamente de dimensión finita] tiendn el 
mismo núcleo S, l, (+) = Al, (ж), donde } es un númoro distinto de 
cero. 

1854*. Aplicando el método de Jacobi para calcular los menores 
angulares, determinar la clase afín do las superficies en un espacio 
tridimensional: 

a) 21 + 228 — 28 + 22722 + 22, + 24, = 0: 

b) 21 + 2$ + 22,2, + Фата + 23, + 1 = 0. 

1855. Demostrar que si la forma cuadrática con una matriz А es 
determinada positivamente, la forma cuadrática 


a) con la matriz inversa A-1; b) con la matriz recíproca А 
tambén ostá determinada positivamento. 

1856*. Sea f (x) una función cuadrática en un espacio lineal real 
n-dimensional V,. El vector z, se denomina isótropo si f (ay) = 0. 
Demostrar que si la función f (æ) es de signo variable, o sea, existen 
vectores 21, =з, tales que f (z) > 0, f (а) < 0, existe una base que 
consiste de voctores isótropos. Indicar el método de construcción de 
semejante base. A 

1857*. Se denomina cono isótropo (o nulo) de la función quadrá- 
tica f (æ) el conjunto К de todos los vectores isótropos (problema 1856). 
Demostrar que el cono isótropo de la función cuadrática f (х) en un 
espacio real n-dimensional V, será subespacio cuando, y sólo cuando, 
1 (x) es de signo constante, o sea, bien f (х) > 0 para todo æ, o bien 
f(x) < 0 para todo a. 
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1858*. Sean f (x) una función cuadrática en un espacio lineal 
real n-dimensional У „, г el rango, p y 9 los índices negativo y positi- 
vo de Ja inercia de esta función. Demostrar que la dimensión máxima 
de los subespacios lineales que entran en el cono isótropo K (proble- 
ma 1857), es igual a: 

a) тіп (р, q) si f (ж) es regular (es decir, r = n); 

b) n — máx (p, 9) = mín (p, 9) + n —r si f (2) es cualquier 
función (degencrada о regular). 

4859*. Sea] (т) una función cuadrática con las mismas propieda- 
des qué en el problema anterior. Demostrar que la dimensión máxi- 
ma de la variedad linoal P que entra en la superficie de segundo orden 
8, prefijada por Ја ecuación f (х) = 1, es igual 

a) mín (p, 4) si f (x) es regular (es di 

b mín (p—1, d --n—r-—n— må 
general. 

1860. Haciendo uso de los problemas 1858 y 1859, hallar la 
dimensión máxima de las variedades lineales que se encuentran en las 
siguientes superficies de segundo orden (si la dimensión del espacio 
no se indica, se considera igual al máximo número de las coordena- 
das; la dimensión do una variedad vacía se considera igual a —1): 

a) 2 +24 —aj = 1 (hiperboloide de una hoja); 

1 diperbololde de dos hojas): 
0: d) z, 


заз = 4; 
(en un espacio tridimensional); 


r = n); 
(p, q + í) en el caso 


0 (en un espacio n- 
—a4=4 j) хрв 4% cil 


X ataizi EA 


1861*frS0 denomina núcleo por la izquierda (o espacio nulo por la 
izquierda) de una función bilineal è (т, y), prefijada en un espacio 
lineal V, el conjunto Lé de todos los vectores 2 € V, para los cuales 
b (æ, y) = 0, para todo y € V. De modo análogo se determina el nú- 
cleo por la derecha L;. 

Demostrar que: a) los nácleos por la derecha o izquierda son su- 
bespacios; 

b) en un espacio n-dimensional los nücleos por la derecha o iz- 
quierda tienen la misma dimensión n — г, donde r es el rango de 
b (e, y), о sca, ol rango de su matriz en alguna base. 

1862. Hallar las bases de los nücleos por la derecha e izquierda 
(de espacios nulos) 24 y 24 (problema 4861) para la forma bilineal 
b (x, y) = тууу + 221Y2 + Ora + базу, у mostrar que 20 4 Lo. 

18635. a) Demostrar que para las funciónes bilineales antisimé- 
tricas y simétricas el núcleo рог la izquierda coincide con el núcleo 
por la derecha; 

b) citar un ejemplo de una función bilineal en un espacio n-di- 
mensional que no sea ni antisimétrica, ni simétrica, pero para la que 
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el núcleo por la izquierda coincida con el núcleo рог la derecha. 

1864*. Demostrar que una función bilineal antisimétrica no nula 
en el espacio tridimensional se representa en forma de b ( 
= a (ж) b (y) — а (y) b (2), donde а (х) y b (а) son funci 
neales. 

1865*. Sean b(z, y) una función bilincal y £ un subespacio k-dí- 
mensional en el espacio n-dimensional У„. Indicaremos сол la no- 
tación L* el conjunto de todos los vectores y EV, tales que b (2, y) = 
= 0 para todos æ € L. Demostrar que: 

a) L* es un subespacio; 

b) si b (т, y) es regular (es decir, el rango es igual a n), la dimen- 
sión de L* es igual a n — k; 

с) si b (2, y) Gene el rango r < n, la dimensión de L* es mayor 
o igual al máx (n — k, n — 7). 

1806*. Sea b (т, y) una función bilineal antisimétrica no nula en 
el espacio lineal n-dimensional И. Demostrar que existe una base, 
en la cual b (æ, y) se escribe en forma lineal del siguiente tipo canó- 
nico: 


b (æ, y) = za — zu F Laya — mae - 
en aas — Tuae ES k n2. 


Hallar la forma canónica de una forma bilincal antisimétrica 
(problema 1866) y la transformación regular de las indeterminadas 
que conduce a cila, para las siguientes formas: 

1867. b (e, y) == хуу, — 22 + 2 (nya — туй) — zs + та 
— 3 (xay, — Хай). 

1868. b (2, y) = уу — тил + 2 (2149 — 29) H 
+ 4 (ту, — Zaya) . 

1869*. Sea / (x) una función cuadrática en el espacio euclídeo 
n-dimensional И,. Demostrar la afirmación: 

Para que el cono К con la ecuación f (2) = 0 (problema 1857) 
contenga una base ortonormal del espacio V, es necesario y sufi- 
ciente que la traza de la matriz A de la función f (=) en una (lo que 
significa que en cualquiera) base ortonormal sea igual a cero. Enun- 
ciar la correspondiente afirmación en el lenguaje matricial. 


$ 25. Espacios afines (puntuales-vectoriales) 


Delinición!), Supongamos que se da un conjunto U de elementos A, В. 
C, ... denominados puntos, y un espacio lineal V (sobre el campo de números 
reales o sobre cualquier campo P) do elemontos z, Z, . . ., denominados vecto- 
res. Prosiguiendo, supongamos que а cada par ordenado de puntos А „В (distin- 


tos о coincidentes) les correspondo el único vcctorz = AB, con la particulari- 
dad de que para esta correspondencia se cumplen los dos siguientes axiomas: 


з) La definición del espacio afín, citado aquí, se ha cogido (con ciertos 
cambios) del libro: N. V. Efimov. Geometría superior. Editorial «Mir», 1984. 
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1) para cualquier punto A y cualquier vector 2 existe el único punto В, 


tal que АЙ =. 
TI) para tres puntos cualesquiera (no es obligatorio que sean diferentes) 


на 
A, B, C tiene lugar la igualdad 43 + 86 = АС. 
El conjunto ЇЇ junto con esta corcespondoncia se denomina esprcio afín. 
Si V = V, es un espacio lineal n-dimensional, Ц se denomina espacio 
afín n-dimensional y se designa por Цу. Si V es do dimensión infinita, U tam- 
bién sollama de dimonsión infinita. Si el espacio lineal V os euclideo, el os- 
pacio puptual-vectorial l se denomina euclideo. Ба este caso la distancia 


entro los puntos A y В es igual a la longitud del vector AB y el ángulo ABC 


es igual al ángulo ontre los vectores BA y BC. 

Observación. Cualquier espacio lineal У puede examinarse como afín. En 
aste caso él conjunto U coincide con V, de modo que los vectores se considoran a 
título de puntos. Se dice también que ol vector z prefija cierto punto del espacio 
айп. La comparación del par ordenado de los puntos del vector, señalado en la 
definición, consiste en este caso en que a un par ordenado de puntos z, y perte- 
neciontes à V los corresponde el voctor z = y — т. Do aqui, sabiendo туш 
so dotermina univocamente y, lo que demuestra el axioma 1. El axioma ll зе 
roduco a la igualdad evidento (y — т) + (z — y) == 2 — т. Semojante identi- 
ficación de los puntos y vectores fue tomada on los $$ 16—19 dol presonto libro. 

Se denomina plano del espacio afin U que pasa a través de А y tiene el subes- 
pacto L como director, el conjunto л до todos los puntos M perteneciente a ll, 


para los cuales el vector A Jf pertenoco a L. Se llama dimensión del plano п la де 
Bi subespacio director L. Los planos wnidimensionales so denominan rectos 
y los planos (n — 1)-dimensionales del espacio n-dimensional, iperplanos. 
Dos planos m лә зе denominan paralelos (simbólicamente, st | лә) sl no 
so intersecan (es docir, no tienon puntos comunes) y ol subespacio director de 
“uno de ellos so halla en'ol subespacio director del otro (o coincide con ól). 
Si so olige certo punto inicial O € U, cualquior punto M se determina uni- 


vocamento por el vector OM y vicovorsa. El vector OM se denomina radio vector 
dol punto M, El plano л que atraviesa el punto А y posee un subospacio diroctor 
L, consta destodos los puntos M, cuyos radios voctores se definen a partir de la 


igualdad Ае DÁ + z, dondo z € L. Si so consideraa los vectores do V como 
puntos, el р\фпо se determina mediante la igualdad л == х, + L, donde т, == 


= ОХ. Así, puos, en esto caso el concepto de plano coincide con ol do la vario- 

dad lineal del $ 16. Los planos que atraviesan ol punto O coincidirán con los 
subospacios. 

1 sistema afín de coordenadas de un espacio afín n-dimensional U, consta 

dol punto O € ll, denominado origen de coordenadas, y de la baso ер, ез». . - 

о r en corrospondionte al espacio lineal Va. So llaman coordenadas del punto 


M € My las coordonadas do su radio vector ОМ en dicha baso, es decir, los 
пйтїөгөз ү, ту, > > «+ Zn que satisfacen la igualdad 


ОМ = me, + че +... H туба 


Supongamos que un plano k-dimensional х de un espacio afín n-dimensional 


real atraviesa ol punto А de coordonadas =, z}, .. ., 2h y tione un subespacio 
determinante L con una base de vectores, prefijados рог sus coordenadas 


9. 
Entoncos las coordenadas de cualquier punto M € л se determinan mediante las 


igualdades 
а= аа... Над GSi, 2.0. п), о) 


ed о о @=1,2, 
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Estas igualdades se denominan ecuaciones poraméricas del plano я. Los 
parámetros ty, , ty toman cualesquiera valores reales. 

СН prefijarse mediante л — k ecuaciones linealmente 
independientes tipo 


È apzymbi (i=1, 2 .. 


—®). @ 


Aquí b 2. азу y las ecuaciones homogéneas Ў ацту=0 (11, 2, ....л-0) 
E 


A 


йаа el subespécio 2: Les ойны (2i se denomiñarda ectaciones равана 


el к а. 

5 ecuaciones de una recta que atraviesa dos puntos А (zf, af, ++. 78) y 
вор, B, =- 09), Uenon el aspecto 
дейи) 0-12. 


Aquí £ recorro todos los números reales. 

Se denomina. segmento AB el conjunto de puntos A, cuyas coordenadas se 
obtienen de las igualdades (3) a condición de 0 < t « 1. El punto М que divido 
el segmento А В п una razón de À y+ —1, se deline eh forma vectorial mediante 
Ja condición Ай = = ИВ о en coordenadas 

E 
api сеш 


1870*. En un espacio afín se dan cuatro puntos difgrentes А, В, 
C, D. Los puntos K, L, M, N dividen los segmentos AB, BC, CD, DA 
en igual razón m/n  — 1. Demostrar que: 

а) si ABCD es un paralelogramo, KLMN es también un poralo- 
logramo; 

b) si KLMN es un paralelogramo y m = n, ABCD también es 
un paralelogramo. 

1871. Demostrar que a un par de puntos coincidentes Је corres- 


ponde un vector nulo, es decir, АА = 0. 


1872. Demostrar que AB = —BA. 

1873. Demostrar que cualquier plano л de un espacio afín es él 
mismo un espacio afín, cuya dimensión es igual a la de ar. 

1874. Domostrar que el plano л que pasa a través del punto А 
con el subespacio director L, no depende de la elección del punto 4 
en él, o sea, coincide con el plano z^ quo pasa a través del punto А' 
perteneciente a x, con el mismo subespacio director L. 

Hallar las ecuaciones paramétricas del plano, prefijado mediante 
las ecuaciones generales: 

1875. 2, + Ta — 223 + 3, 

жү + 222 — 23 + 27, 
zi — 2, — бз + 5а, 

1876. 22, — лу + ту + 21, 

fi; 


‚пу. @) 


n) 


Án —25 + за + 24 2n d. 
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Hallar las ecuaciones generales del plano, prefijado mediante las 
ecuaciones paramétricas: 


1877. 2, — 2 + t + tn 1878. z, = 1 + f + t» 
ла а: 2d 
а= —3 + 5 + 2, 5 —10-+ 3ta 
ж, = 3+ 35 + ta z, = 3 +2, — to, 
a = 1 + ti + 3ta- ту = 1 + 34 — 26. 


‚1879. Demostrar que a través de dos puntos diferentes А, B do 
un' espacio afín pasa una recta única. 

1880, "Demostrar que a través de tros puntos cualesquiera 4, B, C 
de un espacio afín, que no yacen en una recta, pasa un plano único 
bidimensional, 

1881. Demostrar que a través de cualesquiera k + 1 puntos 
Ao Ау, An ^ An de un espacio afín que no yacen en un plano 
(k — 1)-dimensional, pasa un plano único k-dimensional. 

1882. Indicar todos los casos de una disposición recíproca de tres 
planos diferentes de un espacio tridimensional, prefijados modian te 
las ecuaciones generales: 

ат + by + сс = d. 

ae + bay + са = de, 

ast + bay + 033 = da 
y para cada casp dar la condición nezesaria y suficiente mediante el 
congepto de rango de la matriz. 

1883. Mediante el concepto de rango de una matriz caracterizar 
todos los сазоз de disposición recíproca de dos rectas on un espacio 
tridimensiogal, prefijadas por las ecuaciones generales 

йг + ћу + су = dy, agt bay + с == de, 
y 
аут + bay + сз: == ду ал + Day + сул = des 

1884. Usando el concepto de rango de una matriz describir todos 
los casos de disp ¡ón recíproca de dos planos bidimensionales de 
un espacio cuadridimensional, prefijados mediante las ecuaciones 
gonerales 


4 
2 ааты @=1, 2 (1 


Z aj, b, (i=3, 4). (2) 


1885. Describir todos los casos de la disposición recíproca de dos 
hiporplanos de un espacio afín n-dimensional, prefijados mediante 
las ecuaciones generales 


ат + agta LE 
y Бул + Data +... + bam, = d. 
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1886*. Demostrar que si la intersección de un conjunto x (finito 
o infinito) de los planos л, de un espacio afín no es vacío, x es un 
plano. 

1887. Demostrar que dos planos ау = a, + Li y л; = а, + Ја 
se intersecan cuando, y sólo cuando, el vector a, — а, pertenece al 
rue Та + Га. 

. Demostrar que el plano xr, de un espacio afín n-dimensional, 
dieu ds e QUA, e do a E A S À 
interseca, cuando, y sólo cuando, л, es un hiperplano (es decir, tiene 
la dimensión de n — 1). 

1889*. Demostrar que dos hiperplanos лу y л, que no se inter- 
secan de un espacio afín n-dimensional son paralelos cuando, y sólo 
cuando, yacen en el plano ла de una dimensión que supora en una 
unidad là mayor de las dimensiones de zt y ла. 

1890*. Demostrar que а través do cualesquiera planos s, у жа 
que no se intersecan de un espacio afín n-dimensional pueden tra- 
zarse los hiperplanos paralelos л; ул. 

1891. Sean л, = а, + L, Y лу = а; + Ру planos que no se in- 
tersecan de ua espacio afín de dimensión linita. Hallar ol plano st 
de la dimensión mínima que contiono a, y es paralelo a лу. 

1892. Demostrar que si el plano xx, de un espacio afín es paralolo 
а cada uno de los planos ла, y la intersección л de los planos x, no es 
vacía, л es un plano paralelo а sto. 

1893. Expresar la condición del paralelismo de dos planos de un 

acio afín n-dimensional, prefijados mediante las ecuaciones gene- 
rales usando el concepto del rango do la matriz. 

1894. El hiperplano, prefijado mediante la ecuación gonoral 


Хан = b, divide el espacio afín n-dimensional en dos semiespacios 
Som puestos por los puntos, cuyas coordenadas satisfacen una de las 


desigualdades Str, >5b0 Sa < b. Demostrar que cada uno 
= E 
de esos semiespacios es un conjunto convexo. 
1805* 1). El poliedro P está prefijado como una clausura convexa 
de un sistema de puntos de un espacio afín cuadridimonsional, repre- 
sentados mediante las coordenadas 


O (0, 0, 0, 0), A (1, 0, 0, 0), 5 (0, 1, 0, 0), 
G (1, 1, 0, 0), D (0, 0, 1, 0), Е (0, 0, 0, 1), F (0, o 1 
a) Escribir el sistema de desigualdades lineales que profijan el 


poliedro P; 
b) hallar todas las caras tridimensionales de eso poliedro. 


3 Los problemas 1895-1898 se los indicó al autor E.B. Vinberg. 
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1896. Resolver el problema, semejante al anterior, para los 
puntos: 


0 (0, 0, 0, 0), A (1, 0, 0, 0), B (0, 1, 0, 0), 
C (0, 0, 1, 0), D (1, 1, 0, 0), E (1, 0, 1, 0), 
F (0, 1, 1, 0), G (1, 1, 1, 0), H (0, 0, 0, 1). 


1897. Hallar los vértices y la forma del poliedro P de un espacio 
tridimehsional prefijado por el sistema de desigualdades 


1,2391, 291, 2 > 1, а да> 1, 
7 а фар –1, 


. 1898. Hallar la forma у los vértices de las secciones de un cubo 
cuadridimensional, prefijado en un sistema ortonormal de coordena- 
das por medio de las desigualdades 0 < z, < 1, i = 1,2,3, 4, те 
diante los planos: 

a) ва + z3 +r, = 1; dato +2=4 

b) zı +z + zs += 2; Фа аа а о 1. 

1899*. En un espacio afín tridimensional U, sobre el campo 2, 
de dos elementos 0 y 1 hallar: а) la cantidad de todos los puntos; 
b) la cantidad do todas las rectas; с) la cantidad de todos los planos; 
4) la cantidad de los puntos, yacentes en una recta; 0) la cantidad de 
rectas que pasan a través de un mismo punto; f) la cantidad de puntos 
yacentes оп ші plano; g) la cantidad de planos que atraviesan un 
mismo punto; h) la cantidad de rectas, yacentes en un plano; i) la 
cantidad do planos que atraviesan una recta; j) la cantidad de rectas 
paralelas а.Ја recta dada; k) la cantidad de planos paralelos al plano 
dado; 1) ld *&antidad de rectos paralelas a! plano dado; m) la canti- 
dad de planos paralelos a 1а recta dada; n) la cantidad de rectas cru- 
zadas con la recta dada. 


$ 26. Algebra tensorial ) 


Citemos los principales conceptos y propiedades que se suponen ya euno- 
cidos de los cursos de conferencias. La demostración de algunas de las propieda- 
des indicadas se ofrece en calidad de problemas en este párrafo. 

Supongamos que en un espacio lineal n-dimensional V, (real, complejo o 
sobre cierto campo P) se dan dos bases e, e... ел Y ej е... «+ ед. Estas 


1) Una serio do problemas de este párcalo fueron indicadas рог N. V.Efi- 
mov y L. A. Skorniakoy conforme al curso de «Algebra y geometría lineal» que 
han leída en la facultad mecánico-matemática de la Universidad Lomonósov de 
Мозећ и partir de 1964. 

Por ejemplo, la definición del producto tensorial у la aplicación del térmi- 
a de convolución a éste (vénse el problema 1918) fueron tomados dol cus de 
N. V. Efimov. 
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bases están relacionadas mediante las igualdades: 
= ада + де. +... + des. 


= che, + е. +. 


o en abreviatura 


а= бе, (12. и» 
Aquí y a continuación se supone la adición según ol índice que está tanto arriba 
como abajo, en los limites desde 1 basta л. 

Introduzcamos la matriz del cambio 


gn cuyas columnas se encuentran las coordenadas de los vectores de la segunda 
Bass оп da primeras). Entonces Jas fórmulas (1) en forma matricial so escribirán 
mediante la igualdad 


lehis eh. em) = (tme С. 


Las coordenadas del vector en la primera base se expresan a través de las 
coordenadas dol mismo vector en la segunda base mediante las 1116 de la matriz 
C según las fórmula: $ 

azh = ђе, k= 1,2, LL. п, De aquí las coordenadas de z't 
mediante »* en la forma 


знана, 11,2, 
аф... ар 
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Introduzcamos la matriz | ‚ en cuyas columnas se ha- 


dh di... di 

ilan los coeficientes en las expresiones de x^! a través de rk. Entonces las lór- 

mulas (2) en forma matricial se escribirán mediante Ja igualdad 
AA TA 

алу, (a, 23... ут) Се, 


mediante la igualdad 


Puesto que por una parte (zì, 22 
tonces las matrices С y D están rolaci 


D = (ce 


Aqui y en adelanto е1 аз\егїзсө designa la matriz traspuesta. Si ambas matrices C. 
} ss escribon de los coeficientes de los fórmulas (1) y (2) pero no рог co- 
lumaas, sino por las filas, estas matrices зе sustituyen por las traspuestas y la 
igualdad (3) no va А 

La ley de variación, semejante a la variación do la base según las fórmu- 
las (1), so denomina corariante y la ley de variación según las fórmulus (2), 
contravariante. Las magnitudes (и otros objetos) relacionadas con la base y que 
varían de modo covariante, se denominan covariantes y se designan mediante los 
índices inferiores y las que varian de modo contravariante se denominad contra- 
variantes y se designan mediante los índices superiores. 
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1) Si la matriz del cambio no se escribe por las columnas, sino por las filas, 
las fórmulas que utilizan la multiplicación matricial, varían, mientras que las 
fórmulas (1), (2) y otras que no usan Ја multiplicación de las matrices, permane- 
cerán las mismas. 
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Se denomina tensor en un espacio lineal n-dimensional una correspondencia 
рага la cual a cada base del espacio le corresponden пре! números аў :*: 19, 
indicados por los indices p inferiores у q superiores y quo cambian al variar la 
base de modo covariante según los indices inferioros, у de modo contravariante, 
según los Índices superiores. Estos números se denominan coordenadas de un ten- 
sor оп la base dada, y el número p + q, la valencia del tensor. También se dice 
que dicho tensor es p veces covariante y q veces contravariante o tensor de ti- 


ро (д, 9). 
Че за dofinición del tonsor, sus coordenadas en las dos bases 
taa еп у «ер... е8. 


relacionadas mediante la igualdad (1), están enlazadas por sí mismas mediante 
las igualdades 


¿malta - 
Фу. 


% 


e 


En este caso, como en general, por todos los íadices k y I, se supone la adición 
en los límites desdo 4 hasta л. 

EI tensor puedo dotorminarse de otro mado, por ejemplo. como un objeto 
geométrico, те do con el espacio lineal V,. Con este fin se examina un 
espacio conjugado УХ. Sus vectores son funciones lineales Ф (+) prefijadas on un 
espacio V dado para las operaciones corrientes de adición de dos funciones y la 
multiplicición de una función por un número. El espacio УХ es también ndi- 
mensional, con la particularidad de quo a cada buso б, es. ++ en dol spacio 
Vn le corresponde la única base el, ез, . . ., е del espacio conjugado Ул, la- 
mado base conjugada (o recfpreea) para dicha base del espacio Vy, y relacionado 
con ella modianto las igualdades 


ч ee) = ду (,]=1,2,..‚), [2] 
donde буу es el símbolo de Kronceker que es igual а 1 para = j e igual a 0 para 


1. 
Si la Базе e, se transforma mediante las fórmulas (1), la base conjugada ef 
so transforma mediante las fórmulas 


4,20... m 
Entro todas las funciones polilincales 
P (а, Хау een Bpi hes фу 
соп respecto a p vectores до Va y g voctoras de Vi y todos los tensores tipo (o. 9) 


en V, puedo establecerse la s ncia biunívoca, isomoría res- 
рос? a las operaciones de adición, multiplicación y multiplicación por un nú- 
mero. 

А la función polilíncal, escrita antes, lo corresponde un tensor, cuyas coor- 


denadas on la baso е, ез, . . ., en en el espacio У, se determinan mediante las 
igualdades 


e © 


e n). 


Al contrario, al tensor de coordonadas af. 


ја en la base е, €s, 
le correspondo una función polilineal, determi: 


“nediante la igualdad 


EA о 


donde z}, 4, . . .. zT son las coordenadas del vector =, on la base ej. eg, 


, иф. las coordenadas del vector qí eu la base conjugada 


n е". 
éste caso el valor de la función рођ аса! en dichos vectores no depende 
de la lección de las bases conjugadas са Ya у Vi. 

En vista de la correspondencia señalada, los tensores en el espacio Y, pue- 
den determinarse, indepondientemente de lu base, como funciones polilinvales 
соп respecto a los vectores del espacio V, y del espacio conjugado V$. 

Se denomina espacio con una métrica cuadrática un espacio lineal real n-di- 
mensional М, en el cual se da una función bilineal simétrica rogular р (ж. Y), 
llamada función métrica. Si la función cuadrática g (=, £), correspondiente а 
ella, os doterminada positiva, el espacio con la métrica cuadrática es un ospa- 
cio мису во y se designará рог En. Entonces on lugar de g (2, y) escribiremos 
simplemente (а, y) y denominaremosel valor de esa función producto escalar de 


los vectores т е y. 
En el espacio M, а cada baso су, ез... ., en le correspondo la única haso 
í e”, relacionada con la base dada mediante Ins igualdades: 


g(e еб) = Ву (,}=1,2,...,п). (8) 


Cada voctor x del espacio M, se descompone рог las bases ey y еї, es decir, 
= = йер = zei. Cuando la basè e, cambia según las fórmulas (4). 103 cordos 
nadas de 21 en esta baso varían según las fórmulas (2), es decir, de modo con- 
travarianto, y se denominan coordenadas contravariantes. Al mismo tiempo la 
baso recíproca el se transforma mediante las fórmulas 


eim ей ((=1,2...m) (9) 
y las coordenadas тү en esta base, mediante las fórmulas 
заћи 61,2... 0) 


es decir, de modo covariante, y reciben el nombro de coordenadas covariantes. 

Siendo el vector fijo y Є Ма, la función py (а) = g (z, Y) es una función 
linea] con respecto a æ, o sea, un elemento del espacio conjugado M7. La corres- 
pondencia y — фу (х) es una aplicación isomoría de M, sobre MA. Identifi 
Sando los elementos de esos espacios quo corresponden mutuamonte para esto 
isomorfismo, podemos considerar que el espacio M3 conjugado con el espacio 
con métrica cuadrática M, coincide con My. En particular, esto os justo para el 
espacio euclídeo Em: | 

En un espacio con métrica cuadrática M, una misma función polilineal con 
respecto a r vectores de M, puede considerarse como wn tensor de tipa (p. 2), 
donde р + q = ғур h 1,2, .. ., r. Para ello, ede de elegir uno de los 
posibles valores do p, determinamos las coordenadas del tensor en dicha base ey 
ЊЕ las fórmulas análogas а (6), donde ef es una baso recíproca, relacionada соп 
la baso e, mediante las fórmulas (8). Y al rovés, por el tensor dado do tipo (р, 9) 
el valor de la función polilineal correspondienta en dichos vectores se determina 
mediante la fórmula, semejante a la (7). En este caso өп las fórmulas (б) y 
por фр gê,- .., q hay que comprender los vectores del mismo espacio Mn. 

Por ejemplo, а la función métrica g (z, y) le corresponden dos tensores de 
coordenadas 


пут ge e) m1 2... ny (11) 
gii = g (ei, е) (iotz. a2) 


denominados tensores métricos contrayariantes y covariantes, respectivamente. 
Estos tensores son de tipo (2, 0) y (0, 2), respectivamente. Adomás, a la misma 
función g (аг, y) le corresponde el torcer tensor de tipo (1, 1), cuyas coordonadas 
so determinan mediante las fórmulas (8) y no dependen de la elección de la ba- 
se er. 
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Los valores de la función métrica g (z, y) se determinan mediante cual- 
quiera de las tres fórmulas: 


g, y) = џет, a3) 
g (Z, y) = вогир ч) 
g (2, y) = ци. (15) 


Eu particular, el producto escalar (2, y) se calcula de la misma manera en 
un espácio euclideo. 

Supongamos que en un espacio euclideo se examinan sólo las bases ortonor= 
males. Entonces la matriz C compuesta por los coeficientes de Jas fórmulas (1), 
es ortogonal, a partir до la igualdad (3) obtenemos D = C, las matrices de los 
cooficientes de las fórmulas (1 а x, 0) serán traspuestas multamente, la base ror 
cíproca coincido con la inicial, las coordenadas covariantes coinciden con las 
contravariantes y las matrices de los tensores métricos еу y 612 so convierten 
en una matriz unidad. En este caso todos los tensores de tipo (p, а) correspon- 
dientes a la función polilineal con respecto a los p + q argumentos, coinciden. 
La diferencia entre las valencias covariantes y contravariantes dol tensor pierde 
su sentido. Por eso todos los índices pueden escribirse debajo, conservando los 
signos indispensablos de la adición 

Supongamos que en un espacio ouclideo En so да cualquier base ev ев... 
+ - «+ eni el dotorminanto do la matriz G = (g1) del tensor métrico covaríamo 
en dicha baso lo desiguaremos рог g. Puesto qué g (т, 2) es una función cuadrá- 
tica determinada positiva, g > 0. 

Se denomina tensor discriminante (covariante) de un espacio euclideo En Se- 
 mejante correspondencia con la cual а cada base le corresponde un sistema do nú- 
meros (coordenadas del tensor) dados por las fórmulas 

tnmen = (1) gs (16) 
donde s os la cantidad de inversiones en la permutación de t, dp ++ lu y 
tuya ™ 0 si por lo menos dos de los indices son iguales. Ей particular, 
turn Y E 
Tas coorder 


dol tensor discriminanto, al pasar о una nuova baso de la 
misma orientación, varían lo mismo que las del tensor n veces covariamto, 
mientras quie al pasar a la base de orientación opuesta, varían complemontaria- 
mente de signo. 

m Del п\ї#по modo se determina el tensor discriminante contravarinnte 
eths, in, = 

Se Шата volumen orientado de un paralelepipedo Q, construido sobre los vec- 

фа жүл a, del espacio E el número definido en dicha base e, me- 

jante la 


Ја 


Ve (а. г»... mu) = Y E-dete (ж, л... ж), an 


donde У F> 0 y dete (ту, Zo, . \ es el determinante formado por las 
coordenadas de А-А «ль ЖИЫ re ei dicha base. Haciendo. 200 Ml 
tensor discriminante, el volumen orientado se expresa mediante la fórmula 


Ve (21, а ooer а) = бурр 2-233 (18) 


donde rf es Ја s-ésima coordenada del vector z, en la baee dada, 

El volumen orientado se hace nulo cuando, y sólo cuando, los vectores æ; 
son linealmente indepeudientes. Para los vectores z, linealmente iudependion- 
Les, su valor absoluto es igual al volumen del paralelepipedo Q, el спа! puode 
sor positivo o negativo en dependencia de si el sistema de vectores а, Lg, ++. 

+ +, Zp está orientado del mismo modo que Ја base ер, ej, « » ., е„ о de manera 
opuesta. 

Producto tensorial. Sean Y y V’ dos espacios lineales sobre un mismo compo 
P. Examinemos los pares ordenados zz" de los vectores, donde ж € V, a € V^, 
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y las sumas finitas formales de semejantes pares 2124 + ... + тугу. Deter- 
minemos la razón de la equivalencia do estas sumas según las reglas! 1) dos su- 
mas que se diferencian sólo por el orden de los sumandos, son equivalentes; 
2) los pares (a) æ’ yz (227), donde a € P, son equivalentes; 3) el par (24) 27 
ез equivalente a la suma de los paros zz' + yz" y el para (2 + jj) es equiva- 
lente а la suma de los pares zz" + zy". 

Dos sumas son equivalentes si de una de ellas puede pasarse a la otra, 
aplicando las reglas señaladas a toda la suma o a su parte en un número finito. 
Por eso todas las sumas so dividen en clases do sumas equivalentes. Sea 7 un 
conjunto de esas clases. Introduzcamos en T las operaciones de adición y multi- 
plicación por los olementos del campo P por medio de las operaciones sobro los 
roprosentantes de las clases, Se denomina suma de dos sumas la suma obtonida 
inseribiendo а la primera suma los sumandos de la se Determinomos la 
multiplicacion de la suma por ж € Р como la multiplicación de los primeros 
elementos de todos los pares de dicha suma por el número а. Por ejemplo, 
а (ов + yy) == (ол) а" + (ay) y”. 

El conjunto 7 para estas operaciones es un espacio linoal sobre el campo Р. 
Se denomina producto tensorial de los espacios V y V^ y so designa por V X V: 
Si V y V’ son do dimensión finita, V x V” es де dimonsión finita y su dimensión 
зэ igual al producto de las dimensiones de Y y Y”. Si е, es, ^, os la baso 
de Y y e, ед... ел, la baso de V^, el sistema do las clases do sumas equiva- 
lonte quo contienen pares ordenados 


ае) (m 172, 


mo ј=12, 


e 


зо el problema 1918). 

determina del mismo modo el producto tensorial de cualquier conjunto 

finito de espacios lineales. > 
Los tensores de tipo (p. q) prefijados en el espacio Vn puodon considebareo 

como "vectores del espacio Т que os un producto tensorial de q espacios У y p 

espacios conjugados V4. Para озо tomamos la baso ер, ез, - - «+ en en Va y la 

base conjugada el, e?, . ., e^ en VŽ. Entonces los sistemas ordenados 


ent eee, е9, Q0) 
допао todos losi ndicos varían desde 1 hasta p, constituyen la baso dol espacio 
Т. El vector # do 7 so oxpresa modianto esta baso en la forma 
e 5 
Lesen е бео 
Sus coordonadas, o sea, los números aĵtienja, során las coordenadas del tensor 


de tipo (p, q) en la baso су, es, +» +, e, бй ol sentido de la primora dofinición 
dol tensor. 


tao е, 


1900. Demostrar que para cualquier base e,, .. ., е, de un espa- 
cio lineal n-dimensional V, existe Ја única base conjugada el, ... 
„. „, e” dol ospacio conjugado Уз, es decir, la baso rolacionada con 
la dada mediante las condiciones & (e) = бу (i j = 1,2,...,л), 
donde бу; es el símbolo de Kronecker. 

1901. Una función lineal Ф (æ) en un espacio lineal n-dimensional 
Y, es un tensor covariante, o sea, tonsor de tipo (1, 0). ~ 

a) Hallar sus coordenadas a; en la base dada ej. 4 

3) Mostrar que los números a, son coordenadas de Ф (x) como de 
un vector del espacio conjugado VA en la base еї, conjugada a la 
base е, del espacio Va. 

1902. Las coordenadas del vector æ en una base dada del espacio 
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lineal n-dimensional V, determinan el tensor contravariante de tipo 
(0, 1). Escribir este tensor ên forma de una función polilineal. 

1903. Sea «р (x) = аул! + ar? + + a,2^ una forma lineal 
respecto а Јав coordenadas dol vector z € V, en la base ez. Mostrar 
que los cooficientes аа) (i, j = 1, 2, ..., n) del cuadrado de esa 
forma dan el tensor covariante doble. 

+ 1904. Denominaremos matriz del tensor covariante doble ai; en 
Ја bàse dada la matriz 


ап ва .. Cm 
А=| 9: "9 с 7m j, Hallar la ley del cambio de la matriz 
Ani ала =з бия 
A al pasar а la nueva hase. 
1905. Denominaremos matriz de un tensor contravariante doble 
ам аз ai 
а 


) . Hallar la 


an at 
POE 
ley del cambio do la matriz А al pasar а la nuova base. 

1900. Sea aj un tensor de tipo (1. 1) en un espacio lineal n-dí- 
mensional У „. Considerando i el número de la columna y j, el número 
de la fila, obtendromos una matriz formada por las coordenadas de 
ese tensor 


a5 ew la base dada la matriz a-( 


фо}... а 
а а. oh 5 " 

el аи 5 . Hallar la ley del cambio de la matriz 
“б... ad 


А al разфе а la nueva base. 

1907. a) Mostrar que el símbolo de Kronecker 6, da en todas jn 
bases de un espacio lineal n-dimensional un tensor de tipo (1, 

b) Escribir este tensor en forma de vna función polilineal. 

1908*. Sen ау un tensor covariante doble on un espacio n-dimen- 
sional. Demostrar que: 

a) si la matriz А del tensor a; en una base es rogular, es también 
regular en cualquier bas 

b) los elementos a? de la matriz inversa de la matriz А del ten- 
sor ауу (en el caso cuando А es regular), forman un tensor contrava- 
riante doble. 

1909. Scan Az una transformación lineal y q (z) una función 
lineal en un espacio lineal n-dimensional У. Mostrar que la función 
K (2; р) = q (Az) es un tensor de tipo (1, 1), cuya matriz en cual- 
quier base coincide con la matriz de la transformación lineal Ax en 
la misma base. 

1910. Demostrar que los elementos de la matriz de una función 
bilineal F (z, y) en un espacio lineal n-dimensional forman un ten- 
sor de tipo (2, 0), es decir, doble covariante. 
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1911. Demostrar que los elementos de la matriz de una transfor- 
mación lineal en la base dada forman un tensor de tipo (1, 1). 

1912. Supongamos que en un espacio lineal n-dimensional У, 
se dan p vectores ay, £s, . » «+ zy. Escribamos las coordenadas de 
estos vectores en cierta hase según las filas de la matriz 


Uik п) son coordenadas de 1n tensor p 
veces con ir, tensor de tipo (0, p) en la base dada. 
Este tensor se denomina p-vector (рага p = 1, es vector y para p == 2, 
bivector). 

b) Demostrar que el p-vector es nulo cuando, y sólo cuando, los 
vectores ал, жа, ..., ту dados son linealmente dependientes (on 
particular, para р > п todos los p-vectores son nulos). 

€) Demostrar que dos sistemas linealmente independientes de 
p-vectores cada uno son equivalentes cuando, y sólo cuando, los 
а que les corresponden, se diferencian рог el factor, distinto 

lo cero. 

d) Mostrar que si en calidad de tensores se comprenden las fun- 
ciones polilineales (véase la introducción a este párrafo), el p-vector 
dado por los vectores £y, та, . . ., zy del espacio Vn, puede definirse 
como una función polilineal respecto a p vectores ф!, p°, y” de 
wn espacio conjugado V3 prefijado mediante la igualdad | 


Pl) le)... pre) 
PUP, a йу Pr) Pl)... pre) 


A ES 


1913, Aclarar de qué modo cambian los coordenadas del tensor 

de tipo (p, q) al pasar de la base ej, ..., с, а la base ej, ..., Ch 

que se obtiene de la precedente mediante la siguiente sustitución 

a (i) = ki (i = 1, 2.... n) esto significa que ej = exp (i = 
n). 


-242... 
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1914. Hallar las coordonadas en una base ej, ..., e dada del 
ensog de tipo (n, n), profijado por la igualdad 


Pl) plz) ... 9"(z) 


CETTE PES e г е" (ка) 


Ple) Фа) с a) 

1915. Sea F (zi, -a та ф',..., 9") una función polilineal, 
antisimótrica tanto según los argumentos 21, . . ., а, como también 
«según los argumentos фі, y". Demostrar que sus valores en la 
base dada se expresan a través de Uus coordenadas mediante la fórmula 


Р (ау, 2. Eai Ф, +- o 07) = det (х) det (q) X 
ХЕ (е, бе, os e, 


dondo e! es la base conjugada a la e, det (x) es el determinante for- 
mado por las coordenadas de los vectores £y, .. ., x, en la base 
Lio „с €n y dot (q) es el determinante formado por las coordena- 
«las do los vectores (р', . . ., q^ en la base el, ..., е" 

1916. Supongamos que зе da un tensor de tipo (p, 4) en forma 
slo una función polilineal F (ла, ..., г; pl, ++ + 9%. Su con- 
tracción respecto a los números # < p, l < q es la suma 


Ў ға, aay 


па e 9h el g, iu gn. 


Mástrar que la contracción no depende de la base y es un tensor de 
tipo (p — 1, q — 1). Se supone que p, q > 0. 

1917. So dan un tensor simétrico ај; y otro antisimétrico b". 
Hallac swxontracción total arb. 

1918*. Para estudiar el producto tensorial (véase la introducción 
а oste párrafo) es cómodo utilizar el concepto de contracción en el 
siguiento sentido. Para mayor sencillez examinemos el producto 
tensorial de dos espacios lineales: T = V х V’, donde V у V’ son 
espacios lineales sobre un mismo campo P. 

So denomina contracción de la suma zzi +... + тух, donde 
ay €V, 2 EV” (i= 1,2, ..., К), con el vector q del ospacio V*, 
conjugado con el espacio V, el vector ада! +... + ash EV”, 
donde са = p (=) € P (è = 1, 2, ..., №). Se determina de módo 
análogo la contracción de la misma suma con el vector q” € V^*; 
ella es vector de V. 

a) Domostrar que si dos sumas del tipo señalado arriba, son equi- 
valentes, sus contracciones son iguales. Eso permite determinar la 
contracción Ф (£) € V^ pata t €T, Феу. 

b) Para que ol par zz' sea equivalente al par 00, donde 0 y 0' 
son vectores nulos de Y y У”, respectivamente, es necesario y suficien- 
le que se cumpla рог lo menos una de las condiciones т = 0,2" = 0'. 


бр Eye +e s Epi 
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с) Simat... + жал ~ 00' y los vectores 2, ..., ау son 
linealmente independientes, 


у=... m ma = 0. 


d) Las clases de las sumas equivalentes que contienen los pares 
2... m y —1,2,..., п), donde ер, ..., e, es la 
yen 65, Ја base de V^, forman la base de T. 

1919. Demostrar que los productos tensoriales de los espacios li- 
neales de todos los polinomios respecto a т y de todos los polinomios 
respecto a y con los coeficientes del campo P es un espacio de todos 
los polinomios con respecto a dos indeterminadas z, y con los coefi- 
cientes de P. 

1920. Demostrar que el producto tensorial del espacio de los 
polinomios / (2) de grado < п y del espacio de los polinomios g (y) 
de grado « s con los coeficientes del campo P es un espacio de poli. 
nomios Р (т. y), cuyo grado < n según z y < з según y con los coefi- 
cientes del campo P. 

1921. Demostrar las afirmaciones: 

a) para cualquier base.e; de wn espacio euclideo n-dimensional 
E, (o de un espacio con la métrica cuadrática M,) existe la ünica 
base recíproca el del espacio Е, (Mn, respectivamente), relacionada 
con la base dada mediante las igualdades (ej, е) = ô; (1, j = 
=1,2..... n) (mediante las igualdades (8), respectivamente, de la 
introducción a este párrafo); 

b) la base recíproca se expresa mediante la base dada empleau- 
do las fórmulas el = ga e, (i = 1,2, ..., n); 

с) la base dada se expresa medianto la rocíproca usando las 
fórmulas e, = ge (t = 1. 2, .... n); a 

d) los tensores métricos g;; y g están relacionados mediante las 
igualdades gig = ô (1, ] = 1, 2. n); 

e) si las matrices de los tonsores métricos so designan por G = 
= (gui y б, = (2), y los determinantes de estas matrices рог 
g = | gu iy & = |g” ||, ontonces GG, = E, gg, = 1 

1922. Demostrar que las coordenadas covariantes y contravarian- 
tes de un mismo vector en la base dada de un espacio euclídéo están 
relacionadas mediante las igualdades: 

Bat (1 =47,2,... ny 


: u (2, a n). 
1923. En un sistema cartesiano rectangular de coordenadas se 
dan dos vectores 


e, = (1, 0). e, = (cos æ, sen а), sen a == 0; 

а) comprobar que estos vectores forman una base; 

D) hallar el tensor métrico covariante 61) еп la baso ез, es; 

с) hallar el tensor métrico contravariante g' en la base e,, ез; 

d) hallar la expresión de los vectores de una base recíproca e!, e? 
a través de la base е, ез y sus coordenadas on el sistema rectangular 
inicia ; 


16-0279 241 


e) escribir la expresión del producto escalar (x. y) de dos vectores 
por medio de sus coordenadas en la base e, ез: 

1) hallar el tensor discriminante e;; en la base еу, es: 

g) escribir la expresión del área orientada de un paralelogramo 
construido sobre los vectores г, y mediante el tensor discriminante 
ву y el determinante formado por las coordenadas en la base ej, ез. 

n 1924*. Sean еу, e, cualquier base del plano, g? un tensor métri- 
со coiitravariante y е; un tensor discriminante en esa base. El vector 
у = ye, donde y? = 8128,52, está construido según el vector 
# = w'e, dado. Aclarar en qué medida ol vector y depende de la elec- 
ción de la base y cuál es la relación geométrica de los vectores æ e y. 

1925. En un espacio euclídeo cuadridimensional se da un tensor 
contravariante doble a". ¿De qué modo cambian Jas magnitudes 
by == eima", (i, j = 1, 2. 3, 4), al variar la base? 

1926*. Supongamos que en cierta base de nn espacio euclídeo n- 
dimensional E, se da un tensor ау, de tipo (3, 0), gi; у д son tenso- 
res métricos. Detorminemos el tensor ax’ de tipo (1, 2) mediante las 
igualdades: ay = giagi aapa (i, j, k= 1, 2, ..., п). Expresar 
аһ à través de ay. 

1927. Un espacio euclídeo tridimensional se determina mediante 

134 
el tensor métrico con la matriz (s 40 !). Hallar las longitudes de 
A 16, 


los segmentos cortados por el plano 5 + 5 + =: = 4 on los ejes de 


lag, coordenadas. 
11928*. La métrica de un espacio euclídeo tridimensional se de- 


1144 
termina nor medio de un tensor métrico g,, con la matriz|1 6 3), 
ni E i 8 2 
Hallar el área § de un triángulo con vértices А (1, 0, 1), B (2, 1, 1), 
C (3, 1, 2) y ја altura le bajada desde C sobre AR si las coordenadas 
y el tensor se dan еп la misma base. 
1929*. Un espacio euclideo tridimensional está determinado me- 
12 
diante un tensor métrico g,, con la matriz 6 5 з). lMallar ol pie de 
133 
la perpendicular PQ bajada del punto P (1, —1, 2) sobre el plano 
алфа + 24° 4-2 =0. 

1930*. En un espacio euclídeo cuadridimensional E, se dan tres 
vectores x, y, z y se construye un vector и con las coordenadas cov; 
riantes u; == £j, yz! (i = 1, 2, 3, 4), donde еу es un tensor dis- 
criminante en la misma baso (un análogo cuadridimensional del pro- 
ducto vectorial, véase ol problema 1938). Demostrar que: 

a) el vector и es ortogonal а cada "no de los vectores a. y, 

b) si Jos vectores æ, y, z son linealmente independientes, Ja lon- 
gitud | а | del vector u es igual al volumen tridimensional V (x, v, z) 
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Че un paralelepípedo construido sobre т. y, z; pero «i æ, y, z son lineal- 
mente dependientes, а = 0. 

1931. Hallar la contracción total а, уг? de los tensores métricos 
del espacio euclideo n-dimensional E, 

1932. Determinemos cl tensor discriminante contravariante de un 
espacio euclídeo n-dimensional Е, mediante las fórmulas ets in == 
= (У а, donde g, = |g" |, у s es el número de inversiones en 
la permutación 4, ia, . . ., tn y ебін in = 0, si por lo menos dos de 
los indices de i, ia ..., i, coinciden. Demostrar que: 

a) el volumen orientado de un paralelepípedo construido sobre los 
vectores ач, Ze, .. ., Ta (Véase la introducción a este párrafo) so 
expresa mediante las igualdades: 


Ve (Eis а... xy) = V gi dety (а, Za, > 


н» a хр, 


donde det, (ау, ту, +. ., £a) es un determinante formado por las 
coordenadas covariantes de los vectores ту, z4, . . .. £n y zi es la 
i-ésima coordenada covariante del vector тү: 


inan, 
b) etita- A 


ines ghtagisas T „ 


€) Strie... + = Еца ama +++ Ва, 281927 
1933. Calcular la contracción de los tonsores discriminantes 
ese? de un espacio enclídeo tridimensional, 
1934. En la base е, ез, es de un espacio real tridimensional se da 
un tensor métrico covariante g” con la matriz 


110 
ге (22) 
925 


a) Comprobar que el espacio es euclídeo; 

b) hallar la matriz G, del tensor métrico contravariante g"; 

с) hallar las coordenadas contravariantes del  versor de la 
normal al plano prefijado en la misma base mediante la ecuación 
Зал 4- 242 — 82 — 5 = 0. 

1935*. Demostrar que el cuadrado del volumen orientado de un 
paralelepípedo construido sobre п vectores del espacio euclideo n- 
dimensional, es igual al detorminante de Gram de esos vectores. 

1936. Supongamos que en un espacio euclídeo n-dimensional se 
da un hiperplano л determinado modiante la ecuación az! +... 
+. + anz" +b=0, y un punto M (zb. ..., 23). н 

a) Mostrar que el vector р con coordonadas covariantes ду, 

., а, ез perpendicular al plano a; 

b) la distancia 4 del punto M al plano л se expresa mediante la 


fórmula 
а Јаз... Баз+ы 
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1937*. Hallar la distancia desde el punto M (£o, у) en el espacio 


euclídeo hasta la recta az + by + с = 0 si las coordenadas se dan 
en la base 


e, = (1, 0), е, = (cos o, sen o), sen о 0 
(las coordenadas de los vectores de la base se dan en ol sistema car- 
tesiano rectangular de coordenadas). 

1938“. Sean е, un tensor discriminante de un espacio euclídeo 
tridimensional, z*, y* coordenadas contravariantes do los vectores 
т, y en cierta base. Demostrar que el vector z, cuyas coordenadas co- 
variantes en la misma base se dan mediante las fórmulas z, — 
= ejgz?y? (1 = 1, 2, 3), es un producto vectorial de z o y. 


RESPUESTAS 


Parte |. Determinantes 


11.22.81 40.50, 6, —1. 1, dad, 8, —208 9, 4. 10. son (а — B). 
11. cos (a + B). 12. 0. 13. 1. 14. f. 15. —4. 16. 4. 17. 0, 18. ad = са — dh. 
19. (a — b)". 20, 0. 21. at + b8- са + da, 22. 2 m 3; у= —1. 23. z= 5; 
у= 2. 24. 2 = Убу = Ms. 25. т = 2; у = —3. 26. = == cos (Ñ — a); у= 
= sen (B =- ч). 27. z = cos a cos Bi оз а sen б. 

28. El sistema cs indeterminado, las fórmulas de Cramer no dan una res- 
puesta correcta, ya que según ellas, z e y son iguales a "/,, es decir, pueden tomar 
valores arbitrarios, mientras que están relacionadas mediante la ecuación 2: -H 
+ 3y = 1, de donde, sabiendo el valor de una de las incógnitas, зе determina el 
valor único do la segunda, 

29. El sistema өз contradictorio. 

30. Para а > b la ecuación está doterminada, para a = b s с, оз contra- 
dictoria y para а = b = с, es indeterminada. 

31. Para @ = kx, donde k es un número entoro, Ја ecuación q contradicto- 
ría, para los domás valores do а. es detormi: : 

2. Para a == 2kn, donde k es un número ontero, la ecuación es contradic- 
toria, para a = (2k + f) m, es indetorminada y para los demás valores de a, 
está determinada. 

33. Рата а -+ f + ka, donde k es un número entero, la ecuación está detor- 
minada, para @ + B = 2Ex y para œ -+ D х= (2%, + 1) л, ас == kan, dondo ki 
y ka son nümeros enteros, 1а ecuación está indeterminada y para « + В = 
= фи, + 1) n, с 2 kan, es contradictoria. 

34. Para а » 0 el sistema está determinado, para a = b = 0, está indeter- 
minado y para а = 0 s b es contradictorio. 

35. Para ac — bf sá 0 el sistema está determinado, para ac — b? == 0, 
está indoterminado, El sistema no puedo ser contradictorio. 

36. Para а 26 ol sistema ostá determinado, para а = 6, está indeter- 
minado y para a = —6, es contradictorio. 

37. Para ab че 90, el sistema está determinado, para a = б, b = 15, está 
indeterminado y para ab = 90, poro a 52 6 y b эё 15, оз contradictorio. 

39. Indicación. Cerciorarse de que en la fórmula de las soluciones de la 
ecuación cuadrada е1 radicando es positivo. 

40. Solución. Supongamos que dicho trinomio es un cuadrado perfecto, o 
sea, аза + 2bz + с = (pz + да. Al comparar los cooficientes do z do iguales 
potencias, hallamos а= jh b= pg, с = 4, de donde ac — И = pii — 
— (pg)? = 0. Supongamos lo contrario, ae — 3% = 0. Entonces 


аа-а JL (os (e ity = d 


JL (ata аьа) = (aro). 


es un cuadrado perfecto, ya que del número complejo 1/а puede extraerse la raíz 
cuadrada. à ` 
ar+b 
d 


40, Solución, Si EE =q para cualquier z, az+b=q (ez-k d)? a= ge, 
b = qd y ad — ђе = 0, viceversa, si ad — bc = 0, entonces рага себ e d 
tenemos = Ра = qc, b = qd. Рага с = 0 == d será а = 0 у, poniendo 
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^ tenemos de nuevo a = 


а „ b= gd. Para с чё 0 = d obtendremos lo 
РРС a+b _ ба + i 
mismo, poniendo ==. Por ello 2717 == 157-7. = q para z cualesquiera. 


43, 40. 44. —3, 45. 100. 46. —5. 47. 0. 48. 1. 49. 1. 50. 2. 51. 4. 52, —8. 
58. 6. 54. 20. 55. 0. 56. Заре — аз — b? — c°. 57, a? + 53 + c — Sade, 98. 0, 
5%, 25? — (а + b + с) 23 -- abe. 60. (ab + bc + ca) = + abe. 61. 
+ ва Кү. 62. 1. 63. sen (B — y) + sen (ү — a) + sen (x — |). 
+ cos! fi cos? 66. —2. 67. zyz- 2 (ace — bef + adf + bde) — 


— 2 (P I) ya 4) 
68. 0. 69. —3. 70. 31y 8. 

* 72. А; Indicación. Todos los seis términos del determinanto no pueden ser 
igual a-i, ya que entonces ol producto de los tres términos: айдай, дай вала, 
аузаааза soria igual al producto de los otros tres términos restantes, mientras 
que el primero do esos productos es igual al producto de todos los nuovo elemen- 
tos dol determinante y el segundo, al mismo producto de los nueve clemontos con 
signo opuesto. Luogo, cerciorarse de que el determinante se diferencia de 5 y que 


z (al + 03). 


—1 4 14 
1-4 :] А. 
1 i.i 


78. 2. Indicación. Mostrar quo todos los tres términos positivos que entran en ol 
determinante, no pueden ser iguales а 1, y tener en cuenta que 


Indicación. Poner = 

79. z == бе, у = ас, 2 = ab. 

80. а яз а, у = 2b, 2 = Зс, Indicación, Dividir сайа una de las ecuaciones 

" а еу 
por abe У poner È = m 

а be e sieben A 
sistema puode resolverse por medio de las fórmulas de Cramer. Es más sencillo 
primero sumar todas las ocuaciones, luego sumarlas después do multiplicar la 
Segunda ecuación por e? y la tercore, por е, y por fin, плата después de mul- 
tipligar la segunda ecuación por e y lu tercera, por ei. Usar la relación і + в + 
+ 82 = 0, 

82. El sistema es indeterminado, puesto quo la tercera ecuación es la suma 
de las otras dos, y por lo tanto, cualquier solución de las dos primeras ecuacionos 
satisface la tercera. Las primeras dos ecuaciones tienen una cantidad infinita de 
soluciones, por ejemplo, т e y se expresan mediante с de la siguiente manera: 
3,5, 10: 1, y = 72. Dándole a z un valor arbitrario, hallaremos los valores 

его y: 

83. El sistema está indeterminado. 

84. El sistema es contradictorio, ya que si para ciertos valores numéricos 
de las incógnitas todas las ecuaciones del sistema se convirtiesen en igualdad, 
obtendríamos, restando la primera igualdad de la suma de las demás, de nuevo 
una Де. Pero se obtione 0 = 4. 

El sistema es contradictorio, 


‚ 86. Para a? зе 27 el sistema está determinado, para а? = 27, es contradic- 
torio. 
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z= LEE indicación. Esto 


87. Para 4a? — 45a + 58 чё 0 el sistema está determinado y para 443 — 
— 45a + 58 = 0, es contradictorio. 

88, Para ab 72 15 el sistema está determinado, para а = 3, b = 5, está 
indeterminado y para ар = 15, pero a = 3, b æ 5, es contradictorio. 

89. Para ab + 12 ol sistemn cstá determinado, para a = 3, b = 4, está 
indeterminado y para ab = 12, pero а = 3, b эе 4, es contradictorio. 

99. Indicación. Examinar un determinante, en el cual las primeras dos fi- 
las no son proporcionales (por ejemplo, ni una do estas filas debo contener sólo 
ceros), у la tereora fila es igual a la suma de las primeras dos, es decir, cada чао 
де sus elementos os igual a Ја suma de los correspondientos elementos do las pri- 
meras dos filas. 

100. 0. 101. 0. 102. 0. 103. 0. 104. 0. 105. 0. 106. 0. 107. 0. 108. 0. 

109. 0. Dos puntos (zy, yy) y (ту. ys) dol plano yacen en una recta, cuyo 
punto divide el segmento Entre ellos en una relación dada A. 

110. 0. Indicación. A la primera fila añadir la segunda y tercera y usar la 
fórmula do Viète, 

120, Indicación. A la tercera columna del determinante que se encuentra 
en el primer miembro do la igualdad, añadir la segunda, multiplicada рог a + 
"Pb + e y restar la primera, multiplicada por ab -+ bc + са. 


123. 5, 124. 8. 425. 13. 420.48, 427, =). ид, PED, 


129. 0-9 inversi 


. La permutación es par para m igual a 4k, 


4k + 1, e impar. para n igual a 4k + 2, 4k + 3, donde k ез odflquier número 
по negativo entoro. y 


130. ern inversiones. La permutación es par para me»4k, 4k--3, 


о impar рага л = 46 + 1, 4k + 2. donde k es cualquier número no negativo 
entero. 


431, ZREN inversiones. La pormutación es par para neák, 4k+1 
=y pa 


e impar para n = ák + 2, 4k + 3, donde k се cualquior número no negativo 
entero. 
132 2092 inversiones. La permutación св par para n=4%, 448, 


e impar раса n = 4k + 4, 4k + 2, donde k es cualquior número no negativo 
entero. 

133. Зп (n — 1) inversiones. La permutación es par para cualquior m. 
па ole "да — 2) inversiones. La paridad de la permutación coincide con 
а de n. 

185. n (5л + 1) inversiones. La poi 
136. En la pormutación л, n — 1, n 
versiones on ésta os igual a 


ET, 
===. 

137. k — 1. 138. n — k. 139. Ch. 

140. Para n = ák, 4% + 1, la paridad es igual y paru n = 4% 4 2,4% + 3, 
es opuesta. Aqui k es cualquier número no negativo entero, Y ~ 

141. Solución. Tomamos dos elemontos cualesquiora a;, ај еп «lichg per- 
mutación (i < j). T 

Si en esta permutación dichos elementos forman un orden, en la disposición 
inicial ap so encuentra. antes quo oj. у los índices t, j formarán. an orden. Pero 
si en dicha permutación los elemodios a, ај forman una inversión, en la dispo- 
sición inicial ау cetá antes que у, por clio sus índices /, £ forman también una 
inversión. 


Por eso las inversiones de dicha pormutación corresponden biunívocamento 
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a las inversiones de la permutación de los índices de los elementos, siendo la 
disposición de estos elementos normal, y por lo tanto, la cantidad de unas y 
otras inversiones es la misma. 

142. Indicación. En la permutación ај, az. . . ., an el elemento b, lo pasa- 
mos al primer lugar, on la permutación obtenida pasamos Ву al segundo lugar, 
ete. 


143. Por ejemplo: 2, 3, 4, .. ., n, 1 ó n, 1, ^, n — 1. Indicación. 
Al demostrar, utilizar el hecho do que una transposición puede reducir la canti- 
dad de plementos que están en la permutación más a la derecha (а Та Izquierda) 
Чази lugar en la disposición normal, pero no más de una unidad. 

144. Indicación. En la permutación дү, ^, аң el olomento b, pasar- 
lo, medihnte transposiciones contiguas, al primer lugar, en la permulación 
obtenida pasar ol elemento 5, mediante transposiciones contiguas al segundo 
lugar, etc. 


145. Ch — ke 146. + мє}. Indicación. Hacer uso del problema an- 


Хоног. 

147. Indicación. Pasar 1 al primer lugar mediante transposiciones conti- 
guas, luego 2 al segundo lugar, etc. Tener en cuenta que una transposición con- 
tigua varía la cantidad do inversiones en una unidad. 

148. Indicación. Examinar una sorio de permutaciones que comienza por 
la pormutación do 1 n, obtenida mediante varias transposicinnes: prin 
mero pasamos la unidad al último lugar, permutándola cada vez a la derecha, 
luego mediante el mismo procedimiento pasamos la cifra dos al ponúltimo lu 
gar, otc., hasta lograr a la permutación m, n —1,...,‚ 2, 1. 

nd afirmación puede demostrarse también mediante la inducción según el 
número k, 

149. Solución. Para deducir la relación recurrente, observemos que si en 
Ја permutación con k invorsiones el número n -+- 4 se encuontra en el último 
lugar, todas las k inversiones se forman mediante los números 1, 2, .. .. n, 
y la cantidad de semejantes permutaciones será (n, К); si (n -+ 1) está en el pos 
último lugar, aquél forma una inversión, y los números 1, 2,. .., n forman 
k — 1 invorsiones, y la cantidad de semejantes permutaciones será (n. Æ — f), 

„рог fin, si n -+ 1 so halla en el primer lugar, él forma n inversiones (ello 
Posible silo pora k > n), y los números |. 2, - +, n forman & — n inversio- 
nos, y la cañtidad de somojautes permutaciones será (n, k — n). 
rdenango los números (n, #) en la tabla según las filas con л dado y sogün 
las columnag ĉon i dado, vernos de la relación recurrente que cada número de la 
(n + 1)-ósima fila os igual a la suma de n -+ 4 números de la fila anterior, сове 
tándolos a la izquiorda del númoro que se halla sobre el buscado (incluyendo 
también los números, iguales a cero). Para comodidad de la lectura de los luga- 
тев so escriben también los valores nulos do (n, /) para / > Cå y, considerando 
ue (1, 0) = 1, (1, /) = 0 para у > t, obtenemos la tabla de los valores do 


n, k). 
k 
01 2346558 
n 


а 
e 


10 11 12 13 14 15 


1 1000209009 о о о о о о о о о 
2 1100000 090000002000 
3 12210000 000000020 
4 18 5653 1 0 о о о о о 0 00 
5 1 4 945 20 22 20 5 9 4 1 о о о о 0 
6 1 S 14 29 49 71 S0 101 101 90 71 49 29 14 5 4 
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Por ejemplo, la cantidad de permutaciones de seis elementos con siete ч 
ocho inversiones es igual a 101. 

150. Indicación. Еп todas las permutaciones sustituir la disposición indi- 
cada por la inversa. 


151. (142) (85). El decremento es igual a 3. La sustitución es impar. 
152. (163) (2 5) (4). La sustitución es impar. 
153. (182) ( sustitución es p 
И 5) (2 
155. (1234 
156. (14) (2 
5 (2n — 1, 2n). El decremento es igual a л. La paridad 


ide con la del número n. 

(3n — 2, Зп) (За — 1). El decremento es igual 
ión coincide con la del número n. 

~.» 2n). El decremento es igual a 


160. (1, 2, 3) (4, 5, 6)... (3n — 2, Зл — 1, Зп). El decremento ез igual 
а 2n. La sustitución es par. 
161. (1. 4, 7, .. „За — 2) (2, 5, 8, .. „За — 1) (3, 6, 9, .... Зп). El 
decremento es igual a 3n — 3. La paridad de la sustituciôn es opuesta a la del 


número п. 
ki 24. 


162. (1, 


163. 1234 in (02 848 
(5342 35142)' 
165, (оза Шз) 166. (ars 2-1 2n ) 
7416325809): 2143 Фа 2-1): 
167. uae 2n—1 2n 
2345 2 1 
168. 
12845 3n—2 3n—1 2.) 
31264 Зп 3n—2 3n—1 
169. (1234 | 
(1542). 1254 
masas 172, (2224) 173. (12345 
12345): 3412) (23451 


176. A. Indicación. Hacer uso del problema anterior. 
177. Sustitución idéntica de Е. 


1234567 
178. x-(2123456]- 

181. Indicación. Situar los números de la primera fila de la sustitución 
en orden creciento y pasar de la sustitución idéntica a la dada mediante varias 
transposiciones en la segunda fila. " 

182. Indicación. Con el fin de demostrar la existencia del desarrollo en 
transposiciones en el número igual al decremento, es necesario multiplicar la 
sustitución por la transposición de los números que'entran en un eielo, y usar ol 
problema 180. Para demostrar el carácter mínimo del número de transposlciones 
Observemos que al жоон por una transposición, el decremento no puedo 
aumentar más que en una unidad. 

183.Indicacón. Si P = P,P; .. . P, es cualquier desarrollo de la susti- 
tución de P en transposiciones, bay que émplear la Igualdad 
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ше 


Р,Р,... P, y los problemas 179, 182. 


184. Solución. Si X es una sustitución, permutable con 5, SX = XS, 
de donde X-!SX = 5. Desarrollomos $ cn ciclos S 0 2)(3 4)= 
= X~ (1 2) XX^ (3 4) X. Calculando directamente nos cercioramos de que 
X-i (4 2) X ез de nuovo un ciclo de longitud 2, obtenido del ciclo (1, 2) susti- 
tuyendo los números 1 y 2 por los quo Jes corresponden en la sustitución X. Esto 
mismo es válido para el ciclo (3 4). Así, pues, la sustitución X debe convertir 
Jos ciclos de 5 on ciclos de la misma longitud, poro en virtud de que el desarro- 
По S eh giclos es único, los cielos o se transforman en sí mismo, о bien uno en 
otro. Ya que cada ciclo do longitud dos puede escribirso de dos maneras: (1 2) == 
= (21, (8 4) = (4 3), todas las sustituciones, pormalables con 3, serán: 


(1535), an pn. (ree 


1234 1243/7 2134 2143/" 
(ваза). (5227). Goto) (4324), 
185, Las sustituciones buscadas: 
12345 12345 12345 
(12335 А (11325) (32541) 
(54821), (52145). (51125). 


186. Indicación, Mostrar que ninguno de los números 1,2, . . ., m — 1 pues 
de convertirsé- en coro y diferentes números se transforman en diferentes. 

187. (КЫСТА) 

54627384)" 

188. Entra ¿on el signo monos. 189. Entra con el signo más. 

190. No es término del dotorminante. 191. Entra con el signo menos. 

192. No es término del determinante. 193. Con el signo (—1)"-*. 

194. Con ol signo (—1)”. 


> АТ] 

195. ОЁ ol signo (—1) 

196. Con el signo (—10)?^ = (—1)*. 

197. £ == 5, k = 1, 198. t= 6, k = 2. 

199. 01154052743 E аузаадазааца E 1402322041 

200. 104 — 529. 201. Con el signo más. 

202. Con el signo (—1) ^7. 203. аңаа... ann- 
rem 


204. (—1) 


"ing, n-i «=» баз. 205, 
207. Los números ај, ау, 23, ..., аң Serán | 
la afirmación de que ol polinomio de grado п no pue: 
ferentes. 

208. = = 0, 1,2, ... п — 1. 209. as etn tis 210. anaitt norte 


241. Sin es par, la cantidad de elomeatos en los lugares pares e impares será 


ices, Indicación. Utilizar 
oner más ie n raices di- 


la misma с igual a 5 п ез impar, la cantidad de elementos ea los lugares pa- 
тоз es igual a i/s (n + 4), y en los impares, — У (nt — 1). 


212. El doterminanto зе maltíplicará por (-- 09-1. 


213. El determinante so multiplicará por (—1)5-9/*, 
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214. El doterminante no cambiará 
215. El determinante no cambiará. Indicación. La transformación dada 
puede süstituirse por dos simotrias con respecto a las líneas medias vertical y 
rizontal y una simetría con respecto a la diagonal principal. 
216. Indicación. Transponer el determinante. 
217. Indicación. Transponer ol determinante. 
= ám, donde m es entero. 


= 4m + 2, donde m es entero 
El determinante se multiplicará рог (—1)". 

El determinante no cambiará. Indicación. Examinar ol término gene- 
terminante, 

. Indicación. Examinar la suma de los índices de todos los elementos 
que entran en el tórmino general del determinante. 

224. Indicación, Посег uso del problema anterior. 

220. El determinante se convierte en cero. 

230. El determinante se convierte en coro sí es de orden par y so duplicará, 
si es de orden impar. Indicación. Desarrollar en una suma de los determinantes 
según cada columna. e 

231. El determinante se multiplicará por (—1)^^. 

232. El dotorminante es igual a cero. 

233. La cantidad de semejantes determinantes es n! Su suma es nula. 

234. 0. 236. За + 15b + 12c — 194. 237. 2a — 8b + с + 54. 

238. abed. 239. abed. 240. тугшо. 243. 0. 

244. 1пйїеаєї Multiplicar la segunda columna del determinante en el 
primor miembro de la iguald&d por yz, la tercera columna por zs y la cuarta 
por 2: 

248. Ladieación. Aplicando las fórmulas de Vito, transformar la n-ésima co- 


mana. 

246. Indicación. Aplicando las fórmulas de Viète, transformar la n-ósima 
columna y colocarla en el (t + 1)-ósimo lugar. 

247. Indicación. Desarrollar según la primora columna. 

253. Indicación. Desarrollar según la tercera fila. 

256. Indicación. Reducir al problema anterior. 

257. —8. 258. --3. 25 60. 18. 201. 18. 

202. 4. 263. 90. 264. 27. 265. 17. 266. —6. 207. —10. 208. 100. 

269. 150. 270. 52. 271. 5. 272. 10. 273. 1. 274. 100. 275. 1 

276. 1/, . lodicución. Reducir los olomentos de cada fila а un común deno- 
minador y sacarlo del signo dol determinante. 


E 


271. 1. 278. 9 V 10 (V 3— V 2). 279. я! 280. n (—1) 
281. ал (z = аз) (та — аы)... (а — nna 
1) 2, 


28: пи 
283. 2n +1. 284. (ay + ap а, + ... + an) 2". 


285. лута «та (И . Indicación. Sacar del signo del 
ЖЛ n 

determinante =, de la i-ésima columna y a cada una de las columnas añadirle 
todas las demás. 

286. 1. 287. n (—1)-1. 

288. (—1)"-1 (n — 1) 2^-*. Indicación. De cada fila restar la anterior, des- 
pués la última columna afadirla а las demás. N 

289. (z — 4) (z — 2) ... (z — n+ 1). 290. (—1у%(«—4)(2@-2)..^ 
„+. @— u). 291. а, (= — а) (z — а)... (2 — an). ~ 

292. (x — a — b — c) (z — dp- b + e) (+a — b + e) (r Ha + 5—0). 

293. (2 — 1) (х* — 4). 

294. 2222, Indicación. Al permutar las dos primeras filas y las dos primeras 
columnas, demostrar que el determinante no cambia al sustituir т рог — z. 
Después de comprobar que para x = 0 el determinante se convierlo en cero, 
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demostrar que ol mismo se divide por z*. Realizar los mismos razonamientos 
рага z. 


аз 

295. abn [] (ambi—aibin). Indicación. Obtener la relación D,= 
e 

bn 


(апђи а —апоћа) Юл. 


p -Tp + аргалу... та + амды... та + 
ан ту ава ранг eibi ел pag ie 
X ya «<> ул. El determinante puede calcularse de otro modo: desarrollándolo 
зей la prinera fila. 


т. дао ( i 
5 Я 


Е PE tm hem 
299. n+1, 300, 2% — 1, 301. 
ampan 

аб 


Soa ami 
5. 902, 9—2, 303, 5:2M=1— 


—4-3%-1, 304. 


305. 2" + (а) + а +... + ад) 2774. Indicación,Los elementos quo so 
hallan fuera de la diagonal principal representarlos en la forma a, = 0 + aj. 


8%. (аа) (2205) и (аан) (Er cb). 


Indicación. Poner z; = (e 
. (ај = z4) (а — 


307. G 
en ol ángulo izquierd 


аһ, Indicación, Poner 
el determinante como 
la primera fila. 

„308 (аб (n mela. (n nba) (Ее, nba), 
d pinta 


ENT (—1) 7 — 2(n—2) 812, '(—1) nt 


P mati) 
310. e E — nn ул, 314, O, 315. (—1) myi, 
346, (— 1)" (n— 1). 317, (2n —1) (а — 1) 
318. [a--(n— 1) 6] (a-—b)"-1, 319. 1. 320, 1. 
.. @—ал). 322. antaa" pap. 


gni nl nz^ mo 
WS LI Taupe Il (4 —2442). 


ди 
м 

326. (—4) Y aparta. H(t)" anl. 

BA (n—1) 273, 

328. 112131... nl es 1907-181-4, 


» 
320. || xt 330. аһ). 
Диз. Д.69 


зи. баак). 

жен 

aa eco [р cos LEER son s 
a2iA21 


5 Si $4 Pi ФА 
333. 2 П sen PEZTA sen 19А 
1SI<h<n 


334. [о cia»). 
naika 
f 


ntn 


ass. 2 7 anoo anno [| son SERA sen 9798, 
зетске 
П (а —ту). 337. (—1)^ 1121... п] 
naika 


Taji 


T Ш «==. 339. 113151... (2—1)! 
п">ї>А>! 
(aibn— ardi). 34. |] seno 
1 iL 
(xu — хм), donde а; es el cooficionto do zt 


4: 
en ol polinomio f, (2, 1). 


n n 

мз. om Џа IT @—г[ ari dope 70) 
Dry iet 

.(r—z5). Indicación. Desarrollar el determinante según 


(аа) (а). 

la primera columna 

344. (ложа... за) _ [] (21—20). Indicación. En dotermihante 
>! 


ы 
аб. 
Ета... ар 
ior, zh E 
lin. 


calcularlo modiante dos procedimientos: desarrollándolo por la última fila y 
o el Mera maa de Vandermonde. En ambas expresiones igualar Jos сое- 
iolentes de 2571, 


э. вуза (arre tu) П ==. 


прноћри 
348. (51 Tatas [1 (1—2). donde la suma se toma рог 
n2i5hmi 
todas las combinaciones n — s de los números 01, ба, + » . 0-а Según los nú- 
meros 1, 2,.... л. 
BAT. жулу... ап — (31 —1) (2—0)... (2n—1) |] (izn). Indicación. 
ni(i 
Representar el í-ésimo elomento de la primera columna como 4 = z; — (2, — 1) 
y el determinante represontarlo en forma de la resta de dos detoritinantes, 
348. 122123... та (210) 003—0)... (2а 0) [Ш (щ—з). Indica» 
п>ї>&>1! 
ción. Anotar la primera fila 1, 0, 0, . . ., 0 y la primera columna do unidades, 
la primera columna restarla de las demás, la unidad en el ángulo superior iz- 
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quierdo representarla como 2 — 1 y representar el determinante en forma de una 
resta de dos determinantes con respecto a la primera fila. 
my. son ФЬ son LED Р 
349. 2 Th = 5795. son £9, Indicación, Hacer uso de 


тераса 
que соз кф se expresa mediante cos р en forma de un polinomio que tiene el tór- 
miuo de mayor grado igual а 2%—* сова q (esto puedo deducirse de la fórmula 
dé Moivre y la igualdad 4 4- CÅ + CÉ +... = 28-10). 


350.\2"(л-з) sen Ф sen qa 


$ 


Гео 9:1. Фа 
sees П (em on ЈЕ 
ISi hn 
Indicación. Demostrar que sen kọ puede representarse como un producto de 
gen e porel polinomio con respecta a cos ¢ con el término de mayor grado 
71 сова. 

ЗЫ. (a+b + c- d) (a +b — e — d) (a — b + e — d) X 
X (a — b — c + d). Indicación. Hacer uso del método de separación de facto- 
тез lincalos, 

352. (a+ Decre f Fg %Юуа+ь+с+4— 
— g — h) (a + b — e — d + e р) (a + b — e — d — 
+ Ha bte dte—] ЊЕ — 2) (а — 9 + с— еру — 
ТЕЖ (06 е р а (а ефе 


LM 
359. (e == ај + as +... + an) (еа) (= — пу}... (2 — an). Indien- 
ción. Utilizar la separa los factores lineales o de cada fila rostar la anto- 
rior y Juego а cada colyrana añadir todas las posteriores. 
3. б para n > 2i Dima — ba D “ух фи = ba). 
. О para n > 2: Di = 4 ~ zw; Da = (21 — ха) (у — Yu) 
856; 0 bara ж > еам Па ае ба oni шу de аць 
con respecto a cada columna. 


357.143) (и+90+ S) (aa) (bp) 
e =! fich n 


2 


358. (24^ [1—n— Y] suit баа) (vm). 
d [ iid ies cs usano 
Indicación. Utilizar el resultado del problem 355. 


359. еа 3) (ар) 22 S) (агар) (0:09). 
= [ гүн 
Indicación. Desarrollar el determinanto on una suma de dos detormínantes con 
relación а cada columna у atilizar el rosultado del probloma 354. 


зул, ... за (14 Ў) LL 
360. zz... (+3 z de 

361. (а®—һзуз. Indicación, Deducir la relación recurrente Dan= 
= (a? — b?) Dana 


"T 1 
862, [безна hear. 28% m. 
364. 0, si al dividir л por б obtenemos en el resto dos o cinco; 1, si n se divide 
ES 6 y da en el resto una unidad; —1, si al dividir л por 6 tenemos en el resto 
6 4. La respuesta puede escribirso de otra manora: 


Da = Cham Cha АОС T 27084 +... 
s Ра 


Utilizar el método de relaciones recurrentes examinado on la intro- 
ducción al presente párrafo. 
365. Indicación. Obtener la relación recurrente D, = Dy, + D.s- 


366. 5з*1 — 4t зет. LME, A У = 


se decir, si n os 


impar, Da =0, si n es par, D, =(— 1)". 

368. 40—07. 

309. Da = Ar [Chuan Chan- (69 —4) - Ch attt (9 A CE itx 
PI ап Cha-Cha" n 4 С 08 Ch ante sue 
Indicación. La primera expresión se obtiene directamente del método de rela- 
ciones recurrentes: la segunda se demuestra fácilmente usando el método de in- 
ducción, aplicando la relación Cf + СЕТ! == СРУ! 


ЕЁ 
370. Ол => 


[Chiara = С} „а”-® (а24-4) +... ЗС Залаа (аз А 


реал ei цане sep OR, annt 


E 


n (n —8) 


371. 2 соз n a = (2 cos a)" — n (2 cos ay + ] 


). (2 cos aiti 


AMM 2 me n Cm 
E! (2 cos о) pi Ў —y 

к=) ^ 
X(2cos 21722, donde por [n/2] se designa la parte entera del húmero n/2. 


Tadicaeión. Demostrar la igualdad de cos na al determinante dadó mediante la 
inducción se; n. 


3 
Prosiguiendo, st Dn es el determinante del problema dadp y D$, es el doter- 
minante del problema 360, pero sustituyendo а por 2 сова, entonces D, = 
El hecho de que los cooficientes са la expresión obtenida 

n 


= D} — созар 
decos na por modiv de cos œ serán enteros se desprende de la igualdad 


T X 
x O — сї — CÌI}, que es fácil de comprobar, y de que todos los tér- 


minos, a excepción del último, contienen el factor 2, mientras quo el último 
término no posee 2 cos а sólo para n par, pero cuando k = n/2, este término tam- 
bién es igual a 2 


572, sen na=sen a [(20080)"-1—Ch., (2 соз a)®-3-4 С? (2 совр)" — 


eH] 

z 

09,2 сова)" =sena Ў) Ch-a-1(2c090)1-24=1, dondo [= 
= 


ез la parto entera del nùmer 21 
373. Indicación. Aplicar el método de las relacionos recurrentos. 


314. Aa Han 375. (A A N- nna, 


(n—4) 2 


376. (nava [a+ ‹ |- Andicación. De сада fila restar la si- 
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'uiente, todas las columnas añadirlas a la posterior, у а la ponúltima fila afa- 
itik todas las o y osa fila añadirla а todas las precedentos. 
71. (1 — ma-t, 
378. Estos circulantes se diferencian sólo рог el factor (—1)(%-®(л-1), 


d у лү (п—_в) у [n—i 
379. 1. Indicación. Empleando la igualdad () n +001 Ы 
restar de сайа columna la anterior, luego de cada fila rostar la precedente. 
380. 1. Indicación, Hacer uso de la indicación del problema anterior. 
381. 1. Indicación. De cada fila restar la precedente. 
382.1. Indicación. De cada fila, comenzando por la segunda, restar la an- 
(оног, luego do cada fila, comenzando por la tercero, restar la anterior, ete. 
mi 
83. (—1) z Indicación. De cada columna, comonzando por la segunda, 
restar la Anterior, luego de cada columna, comenzando рог la tercera, restar la 
precedente, etc. En ol determinante obtenido realizar lo mismo para las filas, 
384. 1. Indicación, Hacer uso de la indicación del problema 382. 


Nic A 
ли (prey (rie E V 


Indicación. Usando la 


п+1)\ n4 n+4 
n—1 


relación () л. (9—1), sacar del signo del determinante de la pri- 
mera fila m, do la segunda m -+ 1, ete., de la última, m + n; de la primera co- 


1 1 А 1 
lumna, de la segunda, = F=. ete., do la última. Con el dotorminante obte- 


nido realizar las mismas transformacionos, eto., hasta obtener a un doterminan- 
te del mismo tipo que en el problema anterior. 

386. n. Indicación. Do cada fila restar la anterior, desarrollar según los 
elementos de la iprimora columna, en el dotorminante obtenido de la primera 
colgmna restar la segunda, añadir la tercera restar la cuarta. oto. Meprezenter 
el determinante en forma de suma de dos determinantes y mostrar que D, == 


= бр FA, 

38}. n indicación, De cada columna restar la anterior, luego de cada fila 
rostar ја páfocdonto. ЕЙ elemento 2 del ángulo superior izquierdo represontarlo 
como 4 -£ 1 у obtenor la relación Юр = Dnes Da, donde Daz; св el de 
terminante dol mismo tipo que on ol problema 279, pero de orden n — 1 

388. (z — 1)". Indicación. De cada fila restar la anterior y mostrar que 
Dary = (с — 1) Dn : 

"389, 412131... (n — 1) (z — 1)", Indicación. Reducirlo al problema an- 
terior. 


390. зһ (1) ar (3) TT (8) +... + (—1)”zo. Indicación: 


De сада fila restar la anterior, mostrar que Оһ 41 (ту, zi. .. ss zn) = Da (ду 
у Za — m... тд — та) y aplicar el imótodo de la inducción matemá- 


tica. 
23 yn е 
391. (— т-а ду 277 07 Indicación. Poner еп el ángulo inferior 


== 
derecho 0 = z — z, desarrollar on dos determinantes o bien aplicar el método 
de relaciones recurrentes, o bien hallar 2, de las dos igualdades: 


Dye — Ва и (y), Da Уау (7t. 
392, Ze)" laa)" 
2—1 
зиз, LW 
z 


, donde у (2) =(0,—2)(02—3) -- - (ап). 
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304, Е), оде с) 
E EN 


(ap—2). 


ut beg 
= 5 


307, nl (ает --аут”-1--а„х"-1-Ь,,, ад). 398. 


309. E (en —244-4) ó (22—13) (223%) ... [2®— (n — 493), si п es par, 


2 {a*t — 45)... , [28 — (n — 43%), si n es impar. Indicación. A cada 
Ms са о etos s dua de cate сата а пепо y mostrar que 
si D, (т) es el determinante dado, D, (т) = (z + n — 1) Da-i (т — 1). 

400, 0, si n >2, Рү=аР—д} Dimza? (0%—1) (12). 


401. (—1)" [na 


402, ааз... 


403. арсџс: ... сп 


494. ока зе (adab) n. jattaa (+ т + Tu 
n). Indicación. De cada fila, comenzando рог la segunda, 


restar Ја siguiente, де la primera fila restar la última y obtenor un determiganto 
del mismo tipo que en ol Ч problema anterior. 


[+2 3- m Liu (el — 2,24). Indicación. Utilizar ol resul- 
tado del problema 306. 


406. [+3 ~ 


+ ^ 
а 
2 aM ] Il [rn 


407. 1 5 — AE bbs... Un. Indicación. 
Obtener la relación b, a mi — бр, 


а Бао 


(ut. sa an + Baba . . ~ балап). 

пр ысын, Do cod fila пећи le siguiente 

(—1)^ [(& — 1)" — z^]. Indicación. De cada fila restar la anterior, en 
а ángulo Inferis derecho poner ( == z + (1 — 2) y representar en forma do 
una suma de dos determinantos. 


AL. aoz" li (b,—2,). Indicación. Multiplicar la segunda fila por z"-1, 
С 


Ja тео por "в, ete la mésima, por z. Sacar de la primera columna а", de 
la segunda 2—1, de la tercera «7-2, ote., de la «sima \ 


412. nl (+). мз. Iu (i (3. 
КИ 
ма. Поа. из. ^ 
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I(2,—24) (61 —53)] 
ї<їск&пз 
Me: > donde el producto en el denominador 


AL ecco 


toma рог todos los i, £ que recorren indopendientemente el uno del otro todos 

los Valores desde 1 hasta л. Indicación. De cada fila sacar del signo del deter 

minante el común donominador de los elementos do dicha fila. Mostrar quo el 

determinante obtenido D' se divide por todas las restas tipo a; — ey y b — by 
е la divi 


(i К). Mostrar que el cociente que so recibe di sión de D' por 
a |] __ Па; — ay) (0, — ba) es una constante y para determinarla hay quo 
затекао 

poner en 


ад == — ba, аз == —Б,.. y аң == — ба. 
Puedo, resolverso de Otra modo, а saber: de cada fila restar la primera, luego de 
cada columna restar la primera. 


NT 


Indicación. Hacer uso de la indica- 


Indicación. Tacer uso de Ios ге 


ox). Indicación. Obtener la 


relación recurronte Da = (an-ı + an) Р — ай 30-2 y aplicar ol método de 
la inducción matemática. 

420. Él contimuante (аа... an) es igual a Ја suma de los posibles pro- 
ductos бед» clomentos ay. as. . - ¿+ "а, uno de los cuales contiene todos esos 
elementos Vos otros se obtienen de ésto; Sacándole un par de factores varios paz 
Tes con números vecinos. En este caso el téčmino que se obtiene al sacar to 
los factores (siendo n par), se considera igual a 1; 


(2,252504) = ацазазац + аза, + аа, + аа, + 1, 
(алала) == аазазаау + азаа + ау + arasan + 
+ аааз + а + аз + as, 
(алозазаца ул) = 414525240544 + 25044524 + ааауав + 
+ ауаауав + алазазав + алазалац + ауаз + ау + ауы + 
+ аза + ща, + arag + 4. 
Indicación. Comprobar la validez de la ley señalada para los continuantos do 
vimero y segundo órdenes y, suponiendo que es justo para los continuantes de 
Tos órdenes (p — 4)-ésimo y (а — 2)-ósimo, demostrar su validez para los con- 
tinuantes del n-ésimo orden. Para ello deducir la relación recurrente 
(аа... а) == ад (ааз... алу) + (ал+... nca 
421. (Ска, 
424. Indicación. Mostrar que la cantidad de inversiones en ambas filas de 
la sustitución dada es igual a a, + da + ... c -H Bi + Bat... + В 
21424... + k). 
425. 10. 426. 100. 427. 60. 428. 10. 429. — 430. —2, 431. 195. 432. 90. 
433. 8. A34. 4. 435. 1000. 436. 12. 
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1) 
Сул + 2CÀy; + 2АВуз, donde А = bc' 


437. (ze — лу) sen (y — B) + TEES (а — т) + (з а) = 6 4). 
— 25. 


). 
442. (z4 — лу) Қаз — л») ба — 22) — 2 (та — 21) (24 — 20]. 


443. J| (аџдаапокеа, onors --аћ, noker Чл-кэ. М). 
“а 


ада. (or аа 


445. —84. Indicación. De li гада fila restar la primera duplicada, а la 
tercera fila añadirle la cuarta диј Ї ad: 
15. —84. 447. 98. 448. 43. 449. Mr 430. 14. 451. {АР © +1) т 
эй Ванеса Бит (ши а (бнс бык ec МВА шй 
458. їй e т" п eL ^ 
454. а) D == МҮМ, b) D = (IRM Ms 

A cei 


455. De (—1) Ы M,M,... Му. La regla de los signos puede 
enunciareo de otro modo: para 1 par $e toma el signo (— 1, y para / impar, ol 
signo (—1) ? pe 
459. (211 — 1) (ама — 2Í%) — 4 (2% — 1) (91 — 20. Inditlelón. Desa- 
rrollar según las primeras £ filas y aplicar el método de relacionés recurrentos. 
A A AS 
безд үз >> йв). п =a 2k, а = 
па ад {у designando por up el n-ésimo número de la serie de Fibo. 
пасеї, obtonemos us = ul -+ ш decir, la suma do los cuadrados de dos 
números vecinos de la serie do Fibonacci también es un número de esa sorie. 
462. Indicación. Examinar ol determinante de orden 2n de una matriz que 
во obtiene de la dada, anoténdole por debajo las mismas n filas on el mismo orden 
463. Indicación, Después de desarrollar D según la primera, tercera y quin: 
ta filas, mostrar quo == А A*, donde A по deponde de los elementos de А, Para 
determinar А hay que considerar los elemontos en la diagonal principal А igua- 
les a la unidad, y fuera do la diagonal principal A iguales a cero. 
464. Indicación. Desarrollar el determinante en el primer miembro do la 


igualdad on una suma de determinantes con respecto a cada fila y representarlo 
como 


" al pl yt 
У) о афјекрућ. donde Die (o) ВУ yi 
mna ах ^ 


y 
Mostrar que la ma suma puede tomarse sólo por todos los tríos de índices tjj. 
que no contienen números iguales, desarrollando el determinanto de 5-0 orden on 
el segundo miembro de la igualdad según las primoras tres filas, representar el 


segundo miembro como У) a¡b,cpC;jas donde Ја suma se toma según todos los 


tríos de números diferentes de ijk que varían desde 0 hasta 4. Por fin, mostrar 
que tiene lugar la igualdad Dijn = Си; para eso cualquiera do los trios de (jk 
reducirlo al caso i < j < k, périnutando las filas y columnas de los determinan» 
tes y examinar todos los dioz casos posibles, Por ejemplo: 


Воз |a В y [=(a+B4 7) (8—0) (y—a0) (у В) 
ову 


~. 


puesto que p= —(«--р-+-ү). 


а а? 


1 
Pero también Cox, 1f В| =(04+P4 Y (8 — о) (р —ај(у —– В), 
y 


Du 259 


466. Solución. La demostración зе lleva por el mismo plan que en el teo- 
roma de Laplace. Mostremos que cualquier término del producto eM,M, 
+. Mp esun término de determinante D. Supongamos que primero M, yaci 
lus primeros k filas y las primeras k columnas, M; en las siguientes [ filas y las 
siguientes 1 columnas, ete., Мр se halla еп las últimas s filas y últimas s colum- 
nos, En esto caso la sustitución (1) es idéntica à 
Tomamos el producto do cualesquiera términos de los menores M,, Ма, . . - 
. „31р en orden creciente de los primeros indices delos elementos, Фођа pro- 
ducto £óntiene un elemento de cada fila y de cada columna, siendo, por lo tan- 
to, término de D según la composición de elementos. Si en los segundos índices 
de los elementos del término del menor M, hay o, inversiones, el signo de este 
roducto será (—1)9* +: +92, Pero los índices de los elementos de dos menores 
ferentes M, y М no formar inversiones, Esto significa que oy ү... +, 
es la cantidad total de inversiones on los segundos Índices de 105 elementos del 
produeto-on cuestión, asimismo será también término de D según el signo, Su- 
оз ahora que los menores M, se sitúan de modo arbitrario. Los pasamos 
A la posición, estudiada antes, en la diagonal principal medianto semejantes 
sustituciones de filas y columnas do D. Al principio trasladamos la primera fila 
del menor M; con el número c, al primer lugar, permutando con todas las filas 
do D que so encuentran más arriba. Realizamos оң — 1 trausposiciones de las 
filas, es decir, tantas, cuantas inversiones forma el número d en la fila superior 
do la sustitución (1) ton los números quo le siguen. Luego, medianto el mismo 
procedimiento, transmitimos la fila con el número aa segundo lugar, efectuar 
lo tantas transposiciones de filas, cuantas inversiones] forma c, en la fila 
superior de la sustitución (4) con los números quo le siguen, etc. Permutamos do 
Ta misma manera las columnas de D. Si on la primera fila de Ја sustitución (1) 
hay o inversiones y en la segunda т, e = (—1)^** y en total realizaremos о + т 
transposiciones de filas y columnas de D. Por oso obtendremos un nuovo dotor- 
minante D', para el cual каре " 
=D. ) 


Según lo demostrado anteriormente, cualquier término del producto 
МАМ... My'será término del determinante D', en virtud de (2) cualquior 
tóbmiño del prüducto eM,M, - ... Mp será término del determinante D. 

Todos;los términos de un mismo producto о de dos diferentes eM,M; . . . 
... Mp se diferencian uno del otro por la composición de los elementos y por 
ello során distintos términos del determinante D. Nos queda por demostrar que 
la cantidat total de los términos de todos los productos semejantes es igual a n! 
El número de los menores М, es igual а C}, Si M; ya está elegido, los menores 
M, puedon yacer sólo en las n — k filas restantes y su cantidad (рага cada el. 
ción de Мђ) es igual а Съ у. Para los М. y M» ologidos, la cantidad de los meno- 
төз Ма es igual а CQ i. ra Mj Му... Мел la cantidad de 
menores Mp os igual а С} == cantidad de todos los productos tipo 


e= +1, 


or fin, 


ni (п 01 


еМуМ,... Мр sorá СА. Chy пале Wacken Х 


E 


Poro la cantidad de términos dol determinanto D on cada producto eM,M, . 

+++ Mp es igual a Кт! . .. al Esto significa que la cantidad de términos еп 
А n 

todos los productos eM,M, . . . My es igual ap Mimi. 

467. Obtendremos al multiplicar 


=n 


filas por fi 


280. 


filas por columnas: 12 —35 19 


Jas 
47 —5 27|” 


columnas por filas: 


9 —35 18 
43 —47 24 
42 —37 47 


Los valores de los determinantes dados son — 5 y 10, y los valores de todos 
los determinantes obtenidos son — 50. 
468. (pe 
469. (aè 4- Dd ope O һзу, 
470. 0 para n > 2; (га — zi) (Ye — n) рага n == 2. Indicación. Represon- 
tar еп forma de producto де los determinantes: 
120..0| [19,0 
120..0| 11959 
... aè y ... 
1 хабе,.. 0] |ауло 
471. 0, si л > 2, sen (a, — аз) sen (fi — В) si n = 2. 
472. 0, зї n > 2, sen? (а, — da) si i ш 
473. 0, si п> 2, —sen (a, — а) Si n 2. 


ATA. —ay) (bi — bi). 
оре но 


475. ChCh... СП 
ы и 
A(n-1) 

476. (—0)— 27 in—1)IJ". Indicación. El olemento en la £ósiraa fila 
јаја colírmna escribirlo como [t +, (E — МЧ y desarrollarlo según la 
mula del grado de binomio o aplicar directamento el resultado del problema 
anterior. 


ат. [lo man 


columnas por columnas: 


o (8720 (01 bp)» 


nah! 
478. - —ay. 
Indicación. Representar en forma de producto de los detorminantes: 
b d a4 4 4 X x D 
BL dE „йу ж ^on 
-od ..д а та 
y 
E | | zpi ава... 110 
Toa о 9 0 9 4 
con la particularidad de que el producto so compone por las filas. 
479. Indicación. Multiplicar ol determinante dado por el de Vandermondo 
de еф... ера 
ega 


ied- 


den eh 
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adu Л Ellas. Utilizar al sesolado dol problona 420 y 
da igualdad e уы — ае„) = 1 — а", donde ү, б, 

А son aces de А чаша Potencia do la dildad. En cámiblo. estada fácil 
calcular este determinante como un caso particular del determinante del pro- 
blema 325. 

483. (a + b+ c+ d) (a — b + c — d) (a + bi — e — di) (a — bi — 
f а — 4 а ад Бру Тру рй 


de 
Z hbd 4. dne. 
{ min __ [9 рата n impar, 
о о {м рага п раг. 


та 

480. Indicación, Calcular ө] primer determinante, haciendo uso dol re- 
sultado dol problema 4 

ӨТ. a), si n Ji? son primos entro sí; O si пур по son 
primos entre sí. Indicación. Utilizar el resultado del problema 479 y las 
propiedades de los raíces de la n-ésima potencia де la unidad. у on parti- 
cular que para p primo con m, los números ef, ef, ..., eR són de nuevo 
todos los valores de 3/1, mientras que cuando p no es primo con n, habrá un 
ва + d, para el cual egest. 

486. [3t (n= p) bj (a -b) si a y p son primos entre sí; O sl рул no 
son primos entre sí. Indicación, Hacer uso de la indicación dol problema 


anterior. j 
ВЕРЕ 
аво, 27-5 (соеп. 2. — 4), Indicación. Considerar cos LE = їч А 


485, (y LODO! 


donde є = cos E -Ht son + y utilizar el resultado del probloma 479 y el 


"ы! 
hecho de que para cualquier а tenomos [| (а--е2\у=ат—1 y ере —1. 
" Д, e-« 


1) 6] 
cos 8j 


x (seno 22529 — sonn I), indicación. Considerar e=cos 29. -+ 


"Eisen LE, n=cos0+tsen0 y hacor uso del resultado del problema 
4m. 
491, (— 0)" 2072 senma PA а ра (i 958 )]. 


дев, (у EXE DO CO (nganan, Indicación. Utilizar 


t соз 


= 29-2 genns 4 x 


el resultado del problema 479 y las relaciones 1° + 2% - 3° + Tam 
LOADED y NN a аи ‚ donde 


e os la raíz de la n-ésima potencia do 1, diferento де Ja unidad. Para obtener la 
última igualdad, multiplicar y dividir ol primer miembro por 1 — e. 


493. f (n) f (лы)... f (Mn), donde f (s) а +-аут-Ьауг@-+-... Hanani y 
Mao Mz» sess Mn Son todos los valores de la raíz — 1, por ejemplo, та = 


(21) л 
=соз юп 2 


. Indicación. Multiplicar el determinante 
dado por el de Vandermonde compuesto por los números Mp Ma he 
282. 


494. f (e f бш)... ] (ал), donde f(z) = а + as + ast b Ls. 
‚+, F angai у аң, оз, .. .. шу, son todos los valores de la raíz de la n-ócima 
potencia "do z. 

495. Indicación. Desiguando las raíces de la potencia 2n de 1 por 


ep = соз E sen, ры 


1,2, ... ‚ 2n—1, mostrar que los números 


ву, teniendo los Índices k pares, nos dan todas las raíces de la n-ésima potencia 
de la unidad, con la particularidad de que a, + agep + азећ +... + а = 
= (а + ал+) + (а + anga) ку + (as + буз) ht... + (ап + ambei’, 
y los números e, con indices i impares nos dan todas las raices de la n-ésima po- 
tencia do —1, con la particularidad de que а, + asep + ase +... 
о amek"! = (ar — алы) + (а — anga) Eh + (09 — anga) 8 4... 
+. + (an — agn) ek. 

496. ÈI producto de dos númoros, cada uno de los cuales es la suma de los 
Qundrados de cuatro números enteros, sorá por si mismo una suma de cuadrados 
do cuatro números entoros. Indicación. Cada uno de los determinantes elovarlo 
al cuadrado. 

497. El producto de dos números, cada uno de los cuales es igual al valor 
do la forma 2 +- y? + 2? — Згуг, para los valores enteros de z, y, z, será por 
sí mismo un número del mismo género. Indicación, Calcular el producto de los 


determinantes 
be 
cab 
bea 


multiplicando las filas del primer determinante por las columnas del segundo. 
498. Indicación. En el producto de los determinantes 

aib 
bia|- 
cib 
compuesto por la multiplicación de las columnas por las columnas, la tercera 
columna multiplicatla por  = a^ + b' + c^ y cl factor s' sacarlo do la segun- 
da fila fuera del signo del dotorminanto. Luego de la tercera columna restar la 
Primera y segunda. 

499. Indicación. Después de escribir el determinante D como 


Far, ы, m D) ап, abe, js >> Уа, Ambm, Àm 
pa | Dez bi һ, Daz, кра, ка ... D) аз, пт, Am 


aye 
cab 
ve 


ava 


D) am, mbi, ка Ў am, м$, У ат, кит, km 


dondo todas las sumas de la j-ésima columna se toman según el mismo índice 
kj = 1,2, . . ., n, desarrollar D en una suma de n^ determinantes con respecto 
а las columnas, en cada sumando de la /-ésima columna sacar бу, fuera del 
signo del determinante y mostrar que 5 


2) bi абз, ha see Dm, кћи ћу << Ато М (9) 
[rt 
donde los índices de la adición varían desde la unidad hasta n, independiente- 
mente el uno dol otro. Observar que Аз, rgs ..., Am = 0 si entre los índices 


Ба, kas » - 5. km hay iguales. Deducir de aquí la affzmación (2), y para m < a 
Maud: iN po cualesquiera índices i, i >=, im, donde 1 дї < 
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ра 


<<... «ы < п, todos los sumandos де la suma (3), en los cuales los 
dices ly, Ка, - . 1 Èm forman cualesquiora permutaciones de números i, la ++ . . 
©. +» hipo tienen la suma igual а Ay, 5, de aquí obtener la 
afirmación (D. 
500, Indicación, Completar las matrices А y B hasta hacerlas cuadradas 
mediante m — n columnas que constan solamente de ceros, 
501. Indicación. Aplicar el teorema del problema 499 a las matrices 


ма) (да). 


503. Indicación. Hacor uso de la idontidad del problema anterior. 
504. Indicación. Aplicar el teorema de) problema 499 a las matrices: 


e E) 


bi ba 
505. Indicación. Hacer uso de la identidad del problema anterior, 

Indicación: Multiplicaudo D y Р” por las filas, mostrar que DD = 
= D", de donde para D > 0 se desprendo (D). Para D = 0 examinar el caso 
cuando todos los elementos do D son nulos. Si D = 0, pero por la monos uno do 
los olementos aj; »4 0, entonces, a la i-ésima fila de D', multiplicada рог ај, 
añadir la primera fila, multiplicada рог аз, la segunda, multiplicada por 
ду, о =, la mósima, multiplicada рог ay, y mostrar que ayyD' = 0. 

Puede prescindirso del caso D = 0 si se considera que el elemento de D 
no es número Sino una variable independiente, Entonces el determinante será 
un polinomio, distinto do cero, у demostraremos que (1) ез una identidad, lo 
que significa que es válida para cualesquiera valores numéricos de las variables 
as independientemente de si D se convierte en cero. 

507. Indicación. Primero se examina el caso cuando Y yace en el ángulo 
superior izquierdo. Multiplicando según las filas el determinante D por el me- 
nor M", escrito de la siguiente manera 


An 


Am Pinin о, in Y 


аһ 


Aim Мита 


Ата +++ Amm Ат, та es Ата 
° 


mostrar que DW’ = DMA у M’ = DM-14 (el caso D = 0 puede omitirso do 
la misma forma que so señaló en el problema anterior, o sea, considerando 2 
como polinomio con respecto а п? indetorminadas ау). Después la posición ge- 
neral de M reducirla a las permutaciones on cuestión de las filas y columnis, 
para ello mostrar que al permutar dos filas vecinas (o columnas), en el determi- 
nante rociproco D’ surgo la misma permutación de filas (o columnas) y, además, 
todos los elomontos de D^ varían de signo. 
508. Indicación. Utilizar el problema anterior. 
509. Indicación. Utilizar el problema anterior, 
510. Indicación. Aplicar la igualdad del problema 507 para m = n — 1 
511. Indicación. Utilizar la igualdad del problema 50% sustituyendo т 
a a 
У 512. Indicación. Por el valor del determinante recíproco D' hallar el valor 
dol determinante D y usar Ја igualdad del problema 510. Mostrar que el proble- 
ma tiene m — 1 soluciones. 
513. Indieación. Representar el primer determinante como el cuadrado 
del determinante de Vandermonde, compuesto por los números 0, дү, Za, - 
ere 
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514, A= Y) amay (1, J=1, 2, +, п). 
= 

515. Indicación. Examinar los productos DA y AD, dondo D os el detor- 
mivante dado y A, un determinante del mismo orden que D, obtenido al per- 
mutar las f-ésima y /-ósima filas del determinante que tiene en la diagonal prin- 
cipal unidades y fuera de ella, ceros, 

516. Indicación. Examinar el producto DA y AD, donde D es el determi- 
nante dado y en А los elementos do la diagonal principal son iguales n la uni- 
dad, el elemento de la i-ésima fila y j-ésima columna es igual a с, mientras quo 


todos los demás elementos son nulos. 
gr P = оз — ад, фу = са — ба. 
“її. 22 


517. Indicación. Poner q, = аа 

518. Indicación. Aplicar iden! 

520. El determinante es igual al área duplicada del triángulo M,M,M, si 
la dirección dol giro mínimo de la somirrecta МЛ; hasta coincidir con MaMa 
concuerda con la dirección del giro mínimo desde el sentido positiva do Ог 
hasta el sentido positivo de Oy. En caso contrario ol doterminanto cs igual al 
área duplicada del triángulo 31, M,A, con signo menos. 

Solución, Las transformaciones señaladas de las coordenadas se expresan 
medionto las fórmulas: 


==, cos a — у sena + zo 
у =x'sena + у cos a + yy 
Do aquí, multiplicando por las filas, hallamos ай 


zi yp 1| [соза зеп a л, nal 
a24 y4 1]-|зоп а cosa yo ги! 
zni o o. а 35 Va d 


Poro el segundo determinante del primer miembro de la | maldad es igual a 1. 
Asi quoda demostrada la invariabilidad del determinante dado en el problema 
рата las transformaciones indicadas. Traslademos el origen do coordenadas al 
punto M, y domos la vuela a los ejes do modo que el nuevo ejo do las abscisas 
раве por MaM. Las nuevas coordenadas do los puntos M,, Ма, Ма során zi 

= маму, Ui = E h, donde es la altura del triángulo M,3/4M bajada del 
vértice Jj, con la particularidad de quo la olección del signo más o menos está 
relacionada con la orlentación del triángulo de acuerdo con la regla indicada más. 
arriba, y; = z4 = 05 =0. Por cso el determinante adquiere la forma 


пол E 
z; y i| = ЕМАМ] ћи 228, donde S es el área del triángulo M, M, Mg. 


0.01 


521. El determinante es igual al área del paralelogramo construido sobro 
los segmentos que unen el origon de coordenadas con Jos puntos M, y Ma, toma- 
da con ol signo más si la dirección del giro más corto desde ОМ, hacia ОМ; y 
desde Ox hacia Oy coinciden, у con el signo menos si ambas direcciones son 
opuestas. El determinante no varía al girar los ejes, pero puede cambiar al tras- 
ladar el origen de coordonadas. Indicación, Aplicar el resultado del problema 
anterior, tomando como tercer punto el origen de coordenadas. 

522. R = 2... Indicación. El centro del círculo circunscrito se tonis como 
origen de coordenadas, utilizar las relaciones 

1 
R? — ву — ууу = lei 2) 4 (у — uo (i } = 1,2,3), 


así como también el resultado del problema 520. 
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523. Indicación. Mostrar que el cuadrado del determinante es igual a 1. 
Para determinar el signo, usando la continuidad del determinante por el con- 
junto de todas las variables сц, Bj, v; (€ = 1. 2, 3), mostrar que al girar la figu- 
ra OABC, aquél no varía. 

524. El determinante es igual al volumen del paralelepípodo construido 
sobre los segmentos que unen el origen de coordenadas O con los puntos My, 
Ma, o a seis volúmenes del tetraedro O.M,M¿M, tomado con el signo más 
orientaciones de los triedros OM, М Мз y Отуз Son iguales, y con el signo menos 
al estas orientaciones son opuestas (fas orientaciones se consideran iguales si des- 

és dethacer coincidir mediante el giro del triedro Олуг los ejes Ог y ОМ; y 

los planós 20y y ОМ, M, de modo que Oy y ОМ, se encuentren do un lado de 
Oz, los rayos Оз y ОМ resultarán de un lado del plano тОу, y opuestas si rosul- 
тап de diferentes lados). Indicación. Si оң. c, аз, б, бу, Йэ, Тү Yar ya зоп, ves- 
pectivamente, los cosenos de los nuevos ojes Oz”, Oy”, ду con los iniciales, las 
coordenadas nuevas e iniciales están ligadas modiante las relaciones 

zc ба B Hys, y= + Day! Hya, z= аза + Bay + үм. 
„Haciendo uso de este resultado y de los del problema anterior, demostrar la 
constancia del determinante del problema en cuestión. Con el fin do aclarar el 
sentido gaométrico del doterminante es necesario girar el sistema do coordenadas 
Огуз de la forma indicada anteriormente al determinar las orientaciones igual 
y орисећа de los triedros. 

525. V=abe V 1— cos! а — cost B —cos? y F 2 cos o. cos [ cos y» 
Indicación. Calcular УЗ, haciendo uso del resultado del problema anterior. 

526. Indicación. En las somirrectas OA, OB, OC tomar los puntos My; Ma, 
My a una distancia igual a 1 dol origen de coordenadas y aplicar el resultado dol 
problema 524. 

527. El determinante es igual a los seis volúmenes dol tetraedro соп vérti- 
ces Mi, Mo, Му, M, tomado con el signo más si el triedro formado por las se- 
mirrectas de Му a сада uno de los puntos Му, Ma, Ма tiene la misma orienta- 
ción quo el Eos Огуз, y con el signo menos, ба caso contrario. Indicación. 


Trasladar el origen de coordenadas al punto M, y aplicar cl resultado del pro- 
bleima 524. Puedo resolverse de otro modo: semejante a la resolución del proble- 
ma 520 usando el problema 523. Entonces el problema 524 so obtiene como un 
caso particular del dado (semejantemento a cómo fue hecho en el plano del 
problema 54). 


528. > 
R= -yy УЗЕТИ НИЛА F — 


donde V es el volumen del tetraedro y ijj = ly (1,7 = 1,2, 3,4, £ 56 f) os la 
longitud do la arista quo une los vértices (7, ур т) Y (ту. Vj. z). Si el tetraedro 


ез regular con longitud de la arista a tenemos R =2 
«1 resultado del problema antorior y la relación 


Shhh 


+ Indicación. Aplicar 


RI ану plaa) n 


quo os válida en suposición de que el origon do coordenadas se traslada al cen- 
{го de una esfera circunscrita. 

529. Indicación. Al demostrar la afirmación 2) mostrar quo el vector a, = 
= (аң, Giz- - а) puede representarso como ау = аде, + 
+ apses +: + araen. Luego mostrar que pormutando dos vectores, la lun- 
ción f (а, as, ..., @„) varía de signo. Para demostrar eso, por ejemplo para 
los vectores ај, as, examinar f (а, + а, d, + а а... ар). 

530. Indicación. Demostrar que la función f(4,, azs, ..., ал) = | AB] 
«on respecto а las filas de la matriz A posee las propiedades (2) y (B) y quo 
len сз, + €n) = | B |. 
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531. Pongamos f (ец, eiss +... е) = 1 para cualesquiera h, is... 
‚+ п (iguales o diferentes). En virtud de (a), suponiendo 


que a; = Ў) ajej, obtenemos 


= 


1 (ал, as ....аһ)= 


Eso define la función f (а, аз, . . -, an). Es obvio que no varía al permutar los 
vectores, es decir, en caso de un campo de característica dos, varía de signo. 
Por lo tanto, (f^) ве cumple, mientras que (В), por lo visto, no se cumple. 
а оло (n-Da-2) т 
532, (MRAZ Тт, 

Solución. Multiplicando dicho determinanto D por sí mismo y observando quo 
er = 1 cuando, y sólo cuando, k so divide por n, obtenemos 

n0...00 

00 

р: |00 


ба. 00 


А x 
de donde 0= 4-10-11 у рага el módulo D hallamos: |] =n ? * Nos quo- 
da por determinar el argumento. Calculando D como e! detorminbnte do Van- 
dermondo dolos números 1, e, 23, 7-1 y suponiendo luego quo вк=о?, 


dondo а= соз = +i son. = ‚ obtenemos 


D= J] (ta [| аа-а) 


оца! OsichEn-1 
= П cena) 
O«jckxn-t 
= [По а 24 son UD 


OSj<AGn=1 — Oci«Acn-i * 


Para los valores en cuestión de j y k siempre 0< &—j <n, y por lo tan- 


(k—nx 
E NES 


10, son 79 PoresolDI= I] ава EZDI Lut, 


ое Але 


р=1рі В, donde p=: [П а, Еп el oxponente de la potoncia de 
о<)<аха-1 

а cada número entero p (0 < p п — 4) entrará л — 1 voces precisamente: 

bien como / para k = p + 4, p 4, .. . n — 1, bion como k para j = 0, 

Ze...) p — 1. Notando que 97 = i (slondo n impar, ол = =i, en cambió 

la е del signo no tiene importancia, en vista de que cl número л — 1 ез 

par, lo que queda claro de los calculos expuestos más abajo), hallámos 


A EN 
fat * a * = 7 LIS 


Suponiendo que 3n = 2n + п y usando la expresión dada antes para | D |, ob- 
tenemos la lórmula exigida pura D. 

533. El determinante será multiplicado por (2 — 4) 24-1. Indicación. El 
caso де cualesquiera filas reducirlo a las primeras. Si se eligen las primeras k fi- 
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las, la transformación indicada puede obtenerse multiplicando dicho determi- 
manito a la izquierda por el detorminante del mismo orden, en el cual todos les 
clomentos do la diagonal principal son iguales a 4, los elementos fuera de la 
diagonal principal quo so encuentran en las primeras £ filas y las primeras k 
columnas, son iguales a —L, y los demás elementos son nulos, 
594. D = Da + Sz, donde Do ez el valor del determinante D para z = 0 
y 5 es la suma de los cofactores de todos los elementos de Do. 
3 NE Indicación. Hacer uso del resultado del problema anterior. 
E 6; Indicación. Hacer изо del problema anterior. 
537? Indicación. En el determinante del problema 534 poner z= —1. 
539. Indicación. Aplicar el método de la inducción matemática. 

, 540, Indicación. Todas las np filas del determinante D dividirlas en n 
sístomas do p filas оп сада uno, atribuyendo al primor sistema Jas filas con los 
números, п + 1, 2n +4, . .. (p — 1) n + 1, al segundo, las filas con los 
números 2, n + 2, 2n + 2, .. ., (p — 0 п + 2. ^ 81 n-ésimo, las filas 
con los números л, 2n, 3n, . . ., рл. Aplicar a estos sisiemas el teorema generali- 
zado de Laplaco del problema A66. Mostrar que los menores de orden р do cual: 
qut de los sistemas señalados son nulos si pt lo menos dos segundos indices 

lo los elementos bj son iguales y que D = 7 (ац, ..., ann) В", donde 
Í (i... ann) no depende де los elementos 5. Para determinar f (аң. 

ass BOR эи = E para iem 2с n y big = O para t у = 1. 2s 
i 


п, R 
542. Solución. Si todos los А; = 0, puede ponerse 

A= B m0 (i=41,2,... n). 
Supongamos, por ejomplo, que los cofactores de los elementos де la última co- 
lumna по soii todos nulos (рата cualquier otra columna los razonamientos son 


análogos). Puesto que D = 0, los cofactores de los elementos de dos columnas 
son proporcionales (véase el problema 509) 


Ал) = 


PM = 
са (ти, B ss n 


i i 
donde la ficción -82. se considera irreducible. De aquí 


А С, 
de A 
ли 00 0= E EE E тей ч) 


B 
Pero Ау ез un polinomio con respecto а гү, zs, +. ., ту y la fracción T es 


¿rreduciblo. Por lo tanto Аг tiono quo dividirse por Cy (f = 1.2, 
lo quo significa que se divide también por el minimo отба múltipl 
los C, (j = 1, 2, ..., п — 1). Designando este mínimo común múltiplo por 


Ву, óbtenemos 
Ain = АВ, (i= 1, 2, әп), (2) 
donde todos los A, son polinomios con respecto а тү, za, + += та. Supongamos 
quo Bj E Bj U=1, 2, ..., n— 1). Todos los Ву son polinomios con 
respecto а лү. Zg .. ., т„, con la particularidad que de (1) hallamos 
Ay AB, 4,2, n jmd 2, es п 0). à 


Las igualdades (2) y (3) demuestran el teorema. En particular, para el determi- 
nante A puede ponerse: А | = B, = с, As = B, = —5, Аз = B, = a. 
543. Solución, Sea Da, un determinante antisimétrico de orden 2n. Apli- 
quemos in inducción según ^. Para n = 1 ol teorema es válido ya quo Da = aie 
'upongamos que el teorema es válido para el número п y lo demostraremos para 
el número n + 1. Borrando del determinante О. + dado la última fila y últi- 
ma columna, obtónomos un determinante antisimétrico Das 44 igual a cero. Sus 
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elementos pueden considerarse como polinomios con respecto a los elementos que 
Se encuentran por encima do la diagonal principal con coeficientes enteros, Según 
el teorema del problema anterior, los cofactores de los elementos Dan tienen 
la forma А, = A18, (0, = 1,27... За + 1), donde A; y By son polinomios 
respecto a [йв mismas indeterminadas. Los menores My y My ей Dangı зе obtie- 
пећ uno de otro, transponiendo y variando los signos de los elementos, pero como 
éste es de orden par 2n, Arg = Ау. O bien AtB} = А81. 
BE Dr 
A A 
A es una función racional respecto a las mismas indotermipadas. Prosi- 
guiendo, Да = АВ, = УА} y, según la suposición, A ¿y es un cuadrado perfec- 
to. Esto significa que A= нї, donde u es una función racional, Así, pues, 
Aa = (Apt, Aquí a la izquierda ostá Un polinomio. Pero el cuadrado de una 
fracción irreducible no puede ser polinomio. Por consiguiente, n4, = c; os un 
polinomio, Aplicando la descomposición, dada en el problema 54t, hallamos 


q Bim AL, 2, Lus 2840). 


2151 


fet 
Dou-— Y Кы = AB уд, алза Mean 
„= d 


Р 


шл p 
=( Y) Amina) ( 2) Вјајална)==% ( У) Atti in)? 
= A = 


2144 


“(Y Ciar, anos)? 


demuestra la afirmación del problema. Esta demostración no nos da 
¡miento cómodo para calcular de hecho el polinomio, y cuyo cuddrado 
dicho determinante antisimétrico de orden par. Estas reglas зо ofre- 
en los problemas 545 y 546. 
544. Indicación. Examinar dos términos, on uno de los cuales la sustitución 
de los índices tiene un lo (a, ба - · · an) (h es impar y superior a la unidad) 
y en ol otro, el ciclo (олам 1 агл). Examinar aparte ol caso de А = 1. 
545. Indicación. Al demostrar 1) según el par Ny, №, dado'de los productos 
do Pfaff citados, reconstruir la anotación (1) de la sustitución del término bus- 
cado, teniendo en cuenta que зї este término se oscribe como 


з» cis By 177 Зијо во 


entonces 2/7} consta de elementos que ocupan en oso producto los lugares impares 
Ni, los lugaros pares. Por ejemplo, en Му tomamos el elemento con el primer 
ndice а = 1. Su segundo indice оз nos da el segundo elemento dol primer с 
clo. En М№, cogomos ма elemento, uno de los índices del cual es œp., Si el otro 
Índico es 2-01, el ciclo resulta cerrado, sí ев aa, es ol tercer término del ciclo, 
elo. Mostrar que en la sustitución obtenida todos los ciclos son de longitud par. 
Al demostrar 2) observar que Лу == Mí y Na = Л. El signo dol término detor- 
minarlo como (—1)*, donde s es la cantidad do ciclos de la sustitución correspon- 
diente, La afirmación 3) so deduce de 1), 2) y del teorema del problema anterior. 
546. Indicación, Mostrar que en сада sumando del agregado pn entra uno, 
j.p un elemento de la n-ásima columna de Da; en cada sumando de р, ponet 
los elementos en orden creciente de los segundos indices y mostrar qne $i se saca 
де los paréntesis el elomento ai de todos los sumandos que lo continet, en 103 
paréntesis nos queda pin con el signo (—1)"-1- == (—{у{-1, 1 
547. Pa = аа} Ра = азза — азан + Ра = амаз — anast + 
— азаууагв + — 4144546 + 424015433 — Apta + 
+ алзйавазв — 225015046 E 91342046 — алабзубе T7 023014436 — 4; 


Жаш, а, 


548. 1.3.5... (2—1) 
549. Indicación. El determinanto 


Hd. 


)btiene rebordeando D, карен, рог la fórmula del problema 541 
lo al cuadrado del agregado de Pfaff para D', aplicándole la fórmula 
Pu p 546. En la igualdad obtenida poner z; = zj 


у тк = 0 para 


ъд іеасібп. Utilizando ol hecho de que el producto do dos polinomios, 
dioe do сего, es рос sí mismo diferente de cero, mostrar que si D = AB, es 
it, la descomposición supuesta y algún término del polinomio А contiene a, 
(л término do B contine los elementos de la primera fila (columna). Dedu- 
cir do aquí que cualesquiera que fuesen 1, j = 1, +, n, habrá un término 
en А qué contenga a, pero ningún término de B contendrá ‹ ap. 


ЗМ. Indicación. Al demostrar 2), definir As, partiendo de la numera- 
П das f, +++ + Eq а de les combinaciones de п números 1, 2, i. л te- 
ы 


gún n—k, relacionada con la numeración sj, sa, +=: 4 $ 


ny Gue dotormina Ay 
[^] 
de modo que f; contiene aquellos n— números que no entran en s. Sl or 
es la suma de los números de combinaciones s. sacar el factor (—4)% de lo 


1-бвіта fila Ò i-ósima columna (¡=4, 2, „а NI determinante sa. 


Al demostrar el punto 4), usando las igualdades del punto 3) y la icredueti- 

bilidad do D, establocida en el problema anterior, así como el grado de D. 
nt 

y Ah con respecto al clemento ау, mostrar Aj e ср ^-^, donde с no depende 


do los elemientos а. Con el fin de definir e mostrar que tanto Ay como 
1 mi 
s, 71) 


también prn contienen el término (аа... con el coeficiente 
igual a la unidad. 


552. P, — Qs —1. Indicación. Mostrar que Qs — РА, 


553. Indicación. Mostrar que “=> Ў Pun. 19 (k), dondo р; з sonlos mis. 


mos que on el problema anterior. 


Parte Il, Sistemas de ecuaciones lineales 


== з= z = =. 
a a m qe 
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560. z = —3, у = 0, z= —1/2. =2/3. 
Ta pm «== 3/8, 1 == 12. 

362. E] sistema no tione soluciones. 

363. El sistema no tiene solucione: 

564. En general, el cambio de numeración de las incógnitas no transforma 
el sistema en ol equivalente, pero al resolver ese sistema, ello so admite a coi 
dición de que después de resolvor dicho sistema, se vuolve a Ја numoración ini 
ска], Indicación, Mostrar que después de las transformaciones tipo a), b) y c), 
cualquier ecuación del nuevo sistema se expresa linealmente a través de los 
ecuaciones del viejo sistema y viceversa 


=. 
Ta = — s. Indicación, Como 


"EE 
" 
iene una cantidad infinita де 
21 у za pueden expresarse mediante ха y х, do esto modo: z; = 
— 262, + 17. L- Tra — 524, con la particularidad de que 
y =, pueden adq quiera valoros: 
79. El sistema os indeterminado. Solución general: zı = !/j8 — 152, — 
— z4), аз = Ya (1 + бла), donde ту y za adquicron cualesquiera valores. 
580." El sistema os contradictorio, сз decir, no tiono soluciones. 
381. El sistoma no tiene soluciones. Я 
584. Sl ay, aa, son todos los elementos del cuerpo conmutativo, ol 
polinomio / (2) = (= (к — а)... (к — an) es igual а cero, pero tiene 
el coeficiente de z^ igual a la unidad. 
585. f (r) = zt — 5r + 3. 586. f(z) == 24% — 528 + 7 
587. Para una dirección asintótica prefijada, a través de cualesquiera 
n a d diferentes puntos del plano, ningún par de los cuales yace en la recta de 
dirección asintótica, puedo trazarse una parábola que no supera el n-ésimo grado 
y además, sólo una 
588. y == 315 — 5124 1. 
589. = == уб — 3 — Sp + 5. 


500, (ао), з= 1а ь+е+а). 


mE: (++). = 0+b+e—a). 


Indicación. Para demostrar la unicidad de la solución mostrar que el determi- 
nante del sistema es igual a 2 (b — a) (b — a”) (b° — a”) ==20. Con lin de ha- 


22 


Маг Ја solución es necesario de la primera, segunda y tercera ecuaciones restar la 
cuarta, multiplicada por a, a' y a”, respectivamente. 


592, а=--ил—м—‹т—4), ={-фә+ 2q—ar+es), 


+ (ср-+-44--ат—ь), t= 


(dp—eg+ br ias 


donde А = a? + 02 + с? + d*. Indicación. Hacer uso del problema 468, 
598. г} = (—1)%Ру, donde Ру ез la suma de todos los posibles productos 
lo 


según küe los números 2j, ау, . . -. ал. Indicación. Hacer uso del problema 346, 
pema 10) 
Ez == -(:— —‹ .. 
и ти реј donde 1e) (e—a) (e—a) . 
id 


За 
(01—91) ... (а; —ај-1)) (ар —ај а) «+ (ај —ап) * 


donde fj, es la suma de todos los posibles productos según n — k de los n — 1 
mümeros @,..., Ajay бар + + +» Apo 


- 
[TS => (ад ал 


E 
Ў ыа donde 
i-i 
fni os la воћа de todos los posibles productos según n—1 de n—1 números 
4 ene һы» буы» «co бл, 

591, sy = (MP0, donde Pi (it, 2, . 


log posibles productos según ¿ de п números 4, 2, 


6 tT). r 


n —1) es la suma de todos 


on y Po. 


$a 
a 
= erac) * 
5%. n= [T . Indicación. El dotorminanto del sistema hay que 
m 
reprosentarlo en forma de un producto de dos determinantes. 
600. Solución. In (14-3) e2— 940 


Tee Por es {= 


= (o hir Aer deg...) (MSS de donde 


а 1 
hag ghep 
==, ... Aplicando la regla de Cramer, de las primeras n ecuaciones 
recibiremos la expresión necesaria para An. 
602. Indicación. Partiendo de la identidad 
id zi 
тыга Буза...) (а tit va 


obtenemos un sistema de ecuaciones para definir by, da, ба, ... Para demos- 
2? 


trar quo Вәл =0, siendo n > 1, se observa que bj = — 1/2 la y que la función 


prn erre 


=з) 
= 1 
wp E 


BAZAR 
оз par. 


603. Indicación. Empleando la igualdad n=, ban =0 para п>1, 
obtenidas en el problema anterior, designar Б, = сь y en la identidad 


1 = a 
18 (aerea...) (MA 2 
igualar por separado los coeficientes de las potencias pares e impares de =. 
604. Indicación. Conel fin deestablecor la igualdad requerida on la identidad 
Gb n = an H Сата + сре ... + On зл 


oner а = 1, 2, 3, k — A у sumar las igualdades obtenidas, En la igual- 
ad establecida sustituir » por n — 4, n — 2, . . ., 2, 1 y del sistema recibido 


Чо n ecuaciones lineales con relación a s, (4), s, 0 (9, . /, әд 06) hallar s, a (8). 
605. 2 


T 1 0 » 0 
5 de o 
р Ж Эз 


WF A We» cU 
Indicación, Obtenor la identidad 


"T 
AAA aiii 


(A+ e) tert east 


606. 


ELELEL 


$e 


EDT 


180279 273 


^ RT (»—2) (n—39 от 
Inditación. Obtener la identidad 


аена аа) (А + 


y recibir una ecuación рата definir аз, аз, ++», ап. 

608. 2. 609, 3. 610. 3. 611. 2. 

612. Бага X = 0 el rango do la matriz es igual a 2, para A + 0 osigual a 8. 

613. Para à = 3el то de la matriz es 2, para ^. == 3 el rango es igual a 8. 

619. 3. 620. 2. 621. 3. 622. 2. 

629. Indicación. Utilizando la expresión lineal do todas las columnas de la 
matriz À mediante las columnas que pasan a través del menor d, mostrar quo si 
d= 0, las filas do la matriz A que pasan por d, son línealmonto dependientes. 

630. SiO rxn—2,r-0.Siren—i, 7 == 4,5] Рал, ren, 
Indicación. Hacor uso del problema 509 6 dol problema 747. 

631. Solución, Domostromos 1). Para r = 0 todos los menores principales 
de primero y segundo órdenes son nulos. Si A = (ај у}, а = ава... е Gyn = 
=0y 


an ey 

‚ lan ag 
para cualesquiera i, j = 1,2, . . ., n; i < J. Do aqui ay = 0,4 j = 1, 2, . 
л A = 0; el rango de А es igual a coro, lo que se necesita demostrar. 
Рага r = по— 1 tenemos М„ 96 0, М, = | А | = O, el rango de A e$ n — 1. 

Son 0 iS r < л — 2. El menor principal Mx 0, Permutando rospectiva” 
monte las filas y las columnas de la matriz A (lo que no infringe la simetría do 
Ја matriz А y no cambia su rango), podemos hacer pasar el menor My al ángulo 
superior izquierdo de la matriz A. Para demostrar 1) es suficiente mostrar quo 
todos Jos monores de ordon (r + 4) que rebordean M, son nulos. 

Sea My un menor obtenido de M, rebordcando la ¿-ésima fila y j-ésima co- 
lumna (i, } > r). Según la condición, My; == 0 para t = j. белп! j y D un 
determinante obíonido do M, rebordoado por las sima у (-ésima filas e si 
та y j-ésima columnas. Según la condición, D = 0. Sea C la matriz del deter- 
minante Р. Supongamos que Ми чё 0. Entonces el rango do C es ri У das 
filas до la matriz C con números 4, 2, . . ., r, i son linoalmente independientes. 
Según la simotría de С, las columnas con los mismos númoros también eon linoal- 
mente independientes. Basándose en el probloma 629, cl menor M que se en- 
cuentra en la intersección do estas filas y columnas se diferencia de cero, lo que 
contradice Ја condición. La afirmación 2) se desprende de 1) o directamente del 
problema 629. 

632. Indicación. Emplear el problema anterior. 

633. Utilizar la solución del problema 631. 

634. ón. Hacer uso del probloma antorior. 

636. (1, 4, —7, 7). 637. = = (0, 4, 2, —2). 638. z = (1, 2, 3, 4) 
630. Es linealmente independiente. 640. Es linealmente d. 
641. Es linealmente independiente. 642. Es linealmento dopendiente. 
643. Es linealmente dependiento. 644. Es linealmente independiente. 
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2104 =—et¿=0 


651. Indicación. Suponiendo que У) %ja;=0, donde no todos A, son 
E 

nulos, y oligiendo entro à; el mayor coeficiente do Ay según el módulo, mostrar 

que la j-ésima coordenada de la combinación lineal tomada es distinta de cero. 

650. Indicación: Suponiendo que dos vectors а ay (i > /) se expresa 
linealmento a través do los anteriores, hallar la fórmula para el vector b do la 
expresión de a; y poner la fórmula hallada en la expresión de а. 

657. Indicación. Poner delante del sistema a,, a, ‚ аг b, y borrar los 
vectores que se expresan linealmente por los precedontes; poner dolante del sis- 
toma obtenido б, borrando de nuevo los vectores que se expresan linealmente 
por los anteriores, etc. 

Hacer uso del problema anterior. 

658. Indicación. Utilizar los problemas 653 y 657. 

659. Indicación. Considerando dicho subsistema ordenado, escribirlo a 
continuación de ésto todos los vectores del sistema y borrar todos los vectores 
quo зе expresan linealmente por los anteriores. 

662. Es imposible ologir somejantes números. 

664. Indicación. Al demostrar 3), utilizar el problema 663, asimismo el 
problema 658, punto с). 

665. X == 15. 006. À es cualquier número. 667. A ов cualquier número. 

668. X no es а 12. 669. No existo tal valor de à. 

670. En el proble: 65 los vectores ay, a5, ау son coplanares (es decir, 
yacen en un mismo plano), pero no son colinoales (o sea, no están on una misma 
recta). Para A = 15 el vector б cae en el mismo plano y so expresa mediante ay, 
4, аз, y para À эё 15, Éste no se encuentra on dicho plano у по so.bnuncia a tra: 
vés de esos vectores. En el problema 606 los vectoros ал, ау, а, nó son coplana: 
res y cualquier vector del espacio tridimensional se expresa linealmento median- 
to ollos, En el problema 667 los vectores а, ау no son colineales y yacenjen el 

апо áz, — 32, = 0. B 
Нити тајне O plhno y so expresa li- 
mealmente por di, аз. 

En ol problema 668 los vectores a,, a, no son colincales y el vector b по es 
coplanar а а, аз. Siendo Y — 12, el vector аз es coplanar a dy, а, y el vector b 
по so expresa por medio de aj, аз, аз. Para A =4 12, los vectores ay, az, ay no son 
coplanares y b se exprosa medianto ellos. 

En el problema 669 los vectores ay, аз, ау yacen en el plano 3z, — z = 0. 
Varlando À desde — со hasta + oo, ol extremo del vector b describe una recta 
ze = 2, xa = 5, paralela a dicho plano, Para ningún valor de д. el vector b no 
se encuentra on el plano indicado y no se oxpresa medianto a, а, y ау. 

672, Son cuatro los sistemas: 1) а, ay; 2) а, а; 3) аз, Gg; 4) аа, 

673. 1) а, а, 2) аз, аз. 

614. Cualesquiera dos vectores forman una baso. 

675. 1) а, ац; 2) 42, а; 3) аза. 

676. Cualosquiera tres vectores, a excepción de а, s а, Y аз, ay, ay, for- 
man una baso. 

677, La única baso sorá si, y sólo si, bion todo el sistema coincide con su 
base, o bion todos los vectores dol sistoma quo no entran en su base, son nulos, 

678. Dos bases. 

679. La base la forman, por ejemplo, los vectores а, аз, a4; ау = d, — ау. 
T 1580. Una de las basos la forman los vectores а, а» ау; а, = За — За, 

` 

2 

681. Una de las bases la forman los vectores а,, аз, d; ag = а — а, + as 
a, == 3a, + Фа, — Заз. 


a 
682, Indicación. AI demostrar 1), poner en la igualdad У) ajzj=0 las 
à 
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expresiones тү= 3 Mumpü-r-i, r+ 2, ..., m) y mostrar que «j= 


=— Y añ i=1,2, а" 
“ы 
Aplicando lo dicho, mostrar que sl «y=( a, 
ESP тера, ел мо dendo la ыш HR 
ET 1488, oc ocupa el (r-i)-ésimo lugar y a-(4, ал, ..-, Un), ontonces а= 


e 

Al demostrar 2) — 4), emplear el problema 004. 

683.25, — a — fs = 0, fi~, e tA 

684. f, — {+ — fa = 0, f d б б, за 8h |, = 0. 

685. Las formas son о" independientes. No existe un sistema 
principal de relaciones lineales. 

686. 2/5 == fa — fa = 0, 687. 25 — = 0, 

25 —255 f — h—f—h f 


688. Indicación, Utilizar el problema 061 б 657. 
689. Por ejemplo, la solución general 


Aes 0 qe cen у 


la solución particular zı = —1, ту == 1, ту = 0 ду = f. 
890. Рог ejemplo, la Solución general: zy 2523-8-01, n= 
=- vind la solución particular: z, = 2, т, 
s ous generat эт! тл de = 
PES 29 = 0, = 


маб тано; 


002: El sistema" os intonpatiblo. 
Џ 698. El sistema tiene la única solución: z, == 3, =, = 2, 7, 
4. Slución general: z, == 6 — 4521 + Oza, 24 = —1+ Tar. — 124%; 
solución ре nenez 


p Masse gn: udin inn Bu fin feit 


rnei 


solución ено s =2 met лу 22S, n m BS. 
606. Solución general: 222—275 zip e за 


solución particular: 1 == = 1, зу = — 8/18, z em — 11/13. 
697. Solución general: а= 03-824, asia, sE; 


solución particuli —2, 3=2, 2,=3, 
698. El si а es incompatible. 
: Solución general: 2, == —1 — 821 + Аг, z, = 0,2, = 1 + 284 — ты 
аг: z; == 1, z3 = 2, 1 = —1, лу = 0, = 
olución general: ху = 13, =, = 19 — 3x, — 22, 
«Ма partieular: 2, == f, э = 8, за = 18, 24 = 0, 


34; solu- 


701. Solución goneral: ж = —-#-— 2,— 22, Sus ANNA ‚= 


2 


$24: solución particular: z,—1, no —À npn 


703. El sistoma tiene la solución única; z, = 3, 72 = б,лу == —5, 2. = 14. 

704. El sistoma es incompatible. 

705. Indicación. Al demostrar la existencia del número mínimo de la can- 
tidad do п — 7 incógnitas independientes, hacer uso de la relación de los solu- 
siones do los sistemas no homogéneo y homogéneo correspondiente do ecuaciones 

b 


y ds que la cantidad de incógnitas dol sistema homogéneo que pueden tomar vaz 
огез arbitrarios, independientes uno de otro, es igual al número máximo 
golucionos linealmento indopendientes y no deponden de la elección de dichas 
incógnitas. 


4 EN 1 1 
196. аера а о за р аре 


20 5 2 
[Lr ——X уто пун 


108. Los sistemas son incompatibles. 
709. El sistoma tiene la solución único; 


nmi, хана, 2 


10. + э=- ре» e Aquí ха us wma incógnita 


son incógi E 
712, Para А эё б el sistema es incompatible. Рага Ae-0 es compatiblo 
y la solución general tiene el siguiente aspecto: 


"m ш сыс T efe T 


713. Рага ¿=0 ol sistema es incompatible. Para 3 # 0, 


tible y la solución general tiene el siguiente ospecto: a a 


9—46 _ 8 
n= а= 

714. Para À = 1 el sistema es incompatiblo. Para à 1 éste es compatible 
y la solución general Целе el siguiente aspecto: 


.A3—8 9. EE: A EN 
шылын — ла ж. атар ет. 


715. El sistema es compatible para cualquier valor de A. Para 4 = 8 la 
solución genoral tione el siguiente aspecto: z, = 4 - Фа, — 2x4, та = à — 22, 
donde zı, z4 son incógnitas independientes, Para A sé 8 la solución general tie 
la forma: 21 = 0, 2, = 4 — 2x4, та = 8 — 274, dónde z, es una incógnita in- 
dependiente. 

716. El sistema es compatible para cualquier valor do А. Рага А = 8 la 


solución general tione el siguiente aspecto: z, = —1, z; = 2 — tn> Š zs. 
donde zi, z son incógnitas independientes, Para 2 зе 8 la solución goneral tiene 
2 


ја forma: xa = $ —- 21 22 = —1, z, = 0, donde z, es una incógnita inde- 
pendiento. 
717. Рага (. — 1) (à + 2) те 0 el sistema tiono la única solución; =; = 
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=2.=2%= == . Para 2=1 la solución general tione la forma: z, = 1 — 
ыт i donde za y za son incógnitas todependiontes. Siendo % = —2 el 
sistema es incompatible. 

718. Para ARG + 3) = 0 el sistema tiene la única solución: z, = 
атту % - 3). Рата A = 1 la solución genera йере la siguiente 
forma: z = 1 = ЕЗ — zy donde ту, тә y z, son incógnitas independientes. 
Siendo X= —3, 44 Sistema ез incompatible: 


1 - 
19, Para 200-3) Æ 0 el sistema tiene la solución única sie; ry 
2-4 A] 
ro: Рата AO y para a= —8 ol sistoma 
es pU 
720. Para A (4.3) y O el sistema tiene la única solución: s, == 2 — Mp 
f mI — i nu — 1. Para À = 0 la solución goneral tiene ol 
tiruionto aspec ES Z za, donde ту, z, son incógnitas independientes. 
jondo: = —-8 la solución general tiene là forma: жү = za = ту, donde zy ев 
"E incógnita independiente, 
Si а, b, e son diferentes de dos en dos, el sistema tiene la solución 


única: 


bd) (cd) (d—a) (2-0) (d—a) (d—b) 
=> 7 $ TO ES 
Si entre los números a, 5, с existen sólo dos diferentes, con la particularidad de 


que азай о а ж с o за e, la solución depondo sólo do un parámetro. Por 
ejemplo, en caso de d = a + b == с, la solución genera] tieno el siguiente aspec- 


ю: а= 156 1, y= з, dondo z os la incógnita indopondionte que 


da que uso y alio vno de los 
ible. | 


абе—25с-4-5-+се—а абс —2ас--а-+-с— 
= ҮЛ зора D 


г 


Si D = Oy sólo uno de los números a E es diferente do la unidad, la solución 
depende de un parámetro, plo, para a е-е = 1а solución general 
tiene el aspecto: z = 1, y 2 es la incógnita independiente. Si 
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a = b = с = 1, la solución depende de dos parámetros у la solución general 
tiono la forma: = = 4 donde у, z son incógnitas independientes. Si 
todos los números a, b, c se diferencian de la 
El caso cuando D 0 HE uno de los 
. Para demostrar Ја 
incompat stema оп caso de D = 0 а condición d 
números a, b, c son diferentes de la unidad, i : 
р —Ю„= 0—1) (6—10), D—D,—2 (а— 1) (е1), Р — D: => 
fa 07 (6 — 1), donde DD, Dz son respectivamento los numeradores do 
аз expresiones para s, y, z Escritas antes 

724. Por ejemplo, la solución general: z, = 823 — Tze, za = —6zs + 524. 

El sistema fundamental do soluciones es: 


афа |а | = 


725. La solución general: z= n aha El sistoma 
fundamental de soluciones es: 


аја] = | = 
1 | o |- 7 eu 
о | 4] + | - 


726. Solución gonoral; z, = бана, а= 3112914 p 
sistoma fundamental до soluciones es; 


= |=]+| = | а 
a | о | о [~o] за 


о |: | о |-2| u 
о1о [4 | -=] 4 


727. El sistema tiene sólo una solución nula. No existo el sistema funda- 
mental de soluciones. 


728. Solución general: z, 


El sistema fundamental de soluciones es: 


= |» |» | а | = 
1 | o | о | —ун |— уп 
opa | o 3/1 1/4 


о | o | 1 [sw] sm 


729. El sistema tiene sólo una solución nula. 
219 


730. Solución general: тү = z, — ту, 7g = 24 — ту та = xa. Sistema fun- 
damental de soluciones: - 


731. Solución goneral: z, ==0, == y z¿=0, donde а, z, son 


incógnitas independientes. Sistema fundamental de soluciones: 


donde 


782. Solución gonoral: z, = —3z, — Say, 
29, жу son incógnitas independientes. Sistema fun: 


ds H San, за = 
idumon(al de soluciones! 


= 


2e + без, туз= с + Зе, 2, = — 4, њи 


LC 
ТАФ ey == dde, 20238 жун — 24e — 57е zum Ба + бер, ыш 


EON 
741, Las filas de la matriz А no lo forman y las de la matriz В 10 forman. 
762. La cuarta fila junto con cualesquiera dos de las primoras tres filas 

forma un sistema fundamental, los demás sistemas de filas, no Јо forman, 

743. Indicación. En la primera parto del problema aplicar el resultado do 
734. En la segunda parte, mostrar quo si los valores do las incógnitas indepen- 
dientes en cierto sistema do soluciones forman filas lincalmente dopondientes, 
todo el sistema de soluciones también es linealmente dependiente. 

748. Indicación. Escribir por encima de la matriz del sistema cualquiera de 
sus filas y ol determinante de la matriz obtenida descomponerlo según la pri- 
mera fila. Hacor uso до! problema 746. 

749. Solución particular: ту = —2, за = —6, z, = 7, Solución general: 
z, = —2e, та = —бс, за == Те. 

730. Solución particular: z, = 3, z, = — 
2 == Зе, т, = —2c, «а = 0. 

751. Solución particular: z, = —8, z, = 
general: гу = бе, z, = — 116, ху == 9с, m= 

752. Solución particular: 2, = 3, 2, = 0, za = 4,24 
ral: у = Зе, m, == 0, ту == 40, Ta 
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23 = 0. Solución general: 


z4 = 4. Solución 


0. Solución gene- 


754. n) Dar: (i= 

= 

755. En ambos casos la condición necesaria y suficiente es la homogencidad 
de dicho sistema. 

156. A condición de quo la suma de los coeficientes de dicha combinación 
lineal es igual a la unidad. 

757. La primera incógnita en cualquier solución adquiere el valor nulo. 51 
los coeficientes de todas las incógnitas, a excepción de la primera y, por ejemplo 
de la segunda, son nulos, la segunda incógnita toma un valor determinado que 
se halla de una ecuación que contiene el coeficiente по nulo de la segunda incóg- 
nita si se omiten en ella todos los términos con otras incógnitas; en este caso 
todas las incóguitas, comenzando por la tercera, pueden tomar cualesquiera va- 
loros. Pero si por lo menos tres incógnitas (por ejemplo, тү, та y гз) se encuen- 
tran con coeficientes no nulos, entonces todas las incógnitas, a excepción de la 
primera, pueden tomar cualesquiora valores, con la particularidad de que sus- 
valores en cada solución están relacionados medianto una relación obtenida de 
cualquier ecuación del sistema con cocficionte no nulo de la segunda incógnita 
si so omite el término con la primera incógnita. 

La igualdad a cero de todos los coeficientes de la primera incógnita o de to- 
das las incógnitas, comenzando рог la segunda, es imposible para las condicio- 
nes del problema. 

758. En este caso la condición necesaria y suliciento es que el rango de la 
matriz de los coeficientes de las incógnitas disminuya en una undftad, al borrar 
la k-ósima columna, en otras palabras, que la k-ésima columna no sea una com- 
binación lineal de las demás columnas de dicha matriz. 

759. El rango de la matriz ampliada (de los coeficientes do las incógnitas. 
y los términos independientes) dobo disminuir en una unidad, al borrar la k-ési- 
ma columna. 

760. e = ad — bc = 0. 

761. Una condición que exprosa la desigualdad a cero dol determinante D 
do orden r, y (s — r) (n — r + 1) condiciones que expresan la igualdad a cero 
de los determinantes de orden (r + 1) que bordean D. 

Las últimas condiciones son independiontes, ya que cada una contiene un 
elemento que no entra en las demás condiciones que se halla on la intersección. 
de la fila y columna robordeantes y tiono ol factor D sh 0. 

762. Bion por lo menos dos de los números a, b, c. d, e son igual a —1, bion 
ninguno de ellos es igual а —1, pero entonces 


a b e d 
за Кар GRO ЕТ 
763. A if + bg + ch == 0. Indicación. Sumar todas las ecuaciones, mul- 
tiplicándolas do antemano por Az, Ay, hz, f, respectivamente. Obteniendo la 
condición À = 0, el determinanto del sistema puedo calcularse como antisimé- 
trico, mediante el probloma 547. 


2,... 8) b) D) ag m у (te=1,2, ..-,5)- 
E 


76. |z д 1 765. | y 4 
а Ya 1|==0. zou se 
nni ani 
79. | а 6, а 
da da | \. Esta condición es suficiente si en el caso de tres 
бос 


rectas paralelas el punto impropio (infinitamente alejado) de dicha dirección 
зе considera su punto común. Si no se admiten los puntos impropios, la condi- 
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ción necesaria y suficiente será la igualdad de los rangos de dos matrices 


ep by a, bi er 
(аһ), (аһа) 
ба ba вз bs са 


267. El гапдо de la matriz 


debe ser no inferior a tres. 
tn Un 1 


768. Al admitir los puntos impropios, el rango de la matriz 


a be 
as da ба | debo sor по menos de tres. 
аһ bn са 


А] no admitir los puntos impropios ol гчадо de la matriz citada debo coincidir 
«on el de la Matriz 


а ы 


an bn 


70. и а и 
898 ta Ya 
СИА 
A+A n nu 
770. | у = у 1 
a+ nani 
+H n Ya 
atui oz. Ya 1 
771. 224-2 —42—1=0. El contro ostá on el punto (2, 0). El radio 


ез igual nx 5. 
772. Indicación, Utilizar la respuesta dol problema 770. 


123. | оу py 


1 
1 
ZÈ Yala Y] & Ya 1 
1 
1 
1 


774. Hipérbola 


775. 213 + Ту фу — 8 = 9: Es una ши соп el centro en el punto (0, 
и) y los semiojos de longitud 35 V T4 y E, con la particularidad de que el 


726, la yo 


=0. 
поља 
Ta Ya la 
ти]: y cá 
1 * 4 tg 642 y+ —8-— 
2 3-14 a 
31 14 


778. Si so admiten los puntos impropios (infinitamente alejados), entonces 


=. 


а, bs с, 0. 


no debe cambiar al borrar la última columna. 
779. El rango de la matriz 


es igual a dos y no cambia al borrar la última columna. 
780. | ари ш y z 4 
МИНА m gi omn 4 

{+ иИ+4 za Ya ta 1 
Виа za Vs te 1 
и! za Ya noi 


781. х® + yè + 2? — = — 2 = 0. El centro so halla en el punto (1/4, 0, 0). 
El radio es igual a 3/2. 

782. El sistema de tres ecuaciones líncalos con dos incógnitas en el cual 
la matriz ampliada y tres matrices de los cooficientes de las incógnitas, para 
cualquier par de ecuaciones, todas tienen el rango 2. 

783, Él sistema de tres ecuaciones lineales con dos incógnitas, en el cual 
los rangos de las matrices de los cocficientos de las incógnitas en cualquier par 
de ecuaciones son iguales a dos y el rango do la matriz ampliada es tres. 

4 384. El sistema de tres ecuaciones con tros incógnitas, en cl cual los ran 
de 10945 las matrices do Јов coeficientes de las incógnitas de cualesquiera dos 
ecuaciones, así como de las tros son iguales a dos y el rango de la matriz 
ampliada es igual a tres 

785. El sistema do cuatro ecuaciones lineales con tros incógnitas, en el cual 
los rangos de las matrices de los coeficientes de las incógnitas de cualesquiera 
tres ecuaciones son iguales а tres y el rango de la matriz ampliada es igual а 4. 

786. Los cuatro planos pasan a través do un punto, con la particularidad 
de que cualesquiera tres do ellos no pasan рог una misma recta. 

787. Si no se examinan las rectas y los planos impropios (infinitamente ale- 
ipdos), las beuncloncs de tipo Oz + Oy = e у Ox + Oy + Oz = a para a distinto 
de cero, no tienon sontido geométrico, mientras quo рага a == 0 se satisfacen 
por las coordenadas de cualquier punto dol plano o del espacio. Eliminando las 
ccuaciones de este tipo y designando el rango de la matriz, compuesta de los 
coeficientes de las incógnitas por r y el rango de la matriz ampliada por rj, 
tenemos: 

Para los sistemas con dos incógnitas; 

1. r = 2, тү = 3. El sistema no tiene soluciones. Las rectas no pasan a 
través do un punto, además por lo menos dos do ollas son diferentes y so inter- 
secan. . 

2, r= гү = 2. El sistema tiene la única solución. Las rectas pasan a través 
do un punto, con la particularidad do quo por lo menos dos de ellas son distintas. 

Вида infe 2. El sistema по Пош soluciones. Las rectas son paralelas 
о coinciden, con la particularidad de quo por lo menos dos rectas son distintas, 

Kx mr, = 1. La solución depende de un parámetro, Todas las rectas 
coipoiden. 

Para el sistema con tres incógnitas: 

1, ғ 3, гү = 4. El sistema no tiene soluciones. Los planos no pasan рог 
un mismo (gunto, con la particularidad do que por lo menos tros do ellos son 
diferentes {мап а waya de un mismo punto, 

2. r = тр = 3. E! sistoma tiene la única solución. Los planos pasan por 
un mismo punto, con la particularidad de que por lo menos tres de ellos no pasan 
por vna misma recta, 

3. r= 2, гү = 3. El sistema no tiene soluciones. Los planos no pasan рог 
un mismo punto, además, por lo menos tres de ellos son distintos y cualesquiera 
tres planos diferentes bien no tienen un punto común, o bien pasan por una 
misma recta. 

4. т == гү = 2. La solución depende de un parásmotro. Todos los planos pa~ 
san por una misma recta, además, por lo menos dos de ellos son diferentes, 

5. r=1, гу = 2. El sistema no tiene soluciones. Los planos son paralelos 
o coinciden, con la particularidad de quo por lo menus dos de ellos son dife- 
rentes. 

6. r= r, = 1. La solución depende de dos parámetros. Todos los planos 
coinciden. 


Parte III. Matrices y formas cuadráticas 


788. ë 2 TA. Гаа Ыр афв) 790. (1 5 —5 
70 жен °б++48!° 6 40 o). 
2 9 —7, 


793. (5 E 5 192. удо 47 19 23 
9 — 27 32 
17 23 27 35 
E =н 46 12 92 
74130, 
та. уво а 2 т. (0 0) 
5 0 —5 —10 E 
77 7 7 
юэ в 7 
75. /o 00 0 796. EN] 797. (10 0 
0000 93 HD 
0000 Y 
0000 
па 0 т. (2 tj, о, (ан -ы 
0200 BU COMM D A 
0030 
0004 


sot. G о) ——— (5 24) рага п impar. 


802. jcosna —sen na 
senna  cosna)* 


803, А o 
м 
0 AN 
80. (1n 805. (AM nine 
0 1)- Gs) 
зв... tem) 
0 1.8 = 


0 &4 „„ LD) 


looo. 
ondo n ез el orden de dicha matriz. 
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807. /1 Cha Cha Cha 
9 1 Cha 
оо 1 З 
оо о 
308. qa — 1266: 809. /490 189 —189 
7385 —922)* (= 427 =). 
252 252 —251. 


811. a) las t-ésima y j-ósima filas del producto cambian de lugar; b) a la 
t-ósima filo del producto so le añado la /-ésima fila, multiplicada por e; c) las 
ésimasy j-ésima columnas del producto cambian de lugar; d) a Ја t- 
lumna del producto se le añado la ¡-ósima columna multiplicada por c. 


83. (aao) + donde a y b son námoros cuolosquiera. 
s. Ea n] ‚ donde a у b son números cualesquiera. 
824. ја be 825. /а bed 
p H4 0abe 
00a»b 
ооба 
2л ъл 


(k=0, 1, 2, ..., n—1), п es el orden 


826. е = cos А son 
do la matriz 4, 


sn. у / A —2 45 828. (0 0 0 
i rad (= 4 н). (e 0 o). 


п 


-9 22 2, 9 0 0, 


830. Indicación. Considerar las matricos de orden n como vectores n*-di- 
mensionali 

831. licación. Aplicar el problema 814. 

Observación. En el problema se supone quo los elementos de las matrices A 
y B son números, Para un campo de característica р == 0 el rosultado es inco- 
Frecto, Así, pues, para las matrices de orden р 


tenemos 
AB—BA- E. 


ud үе 2) „ donde а, b, e son cualesquiera números que satisfacen 


la relación a?-pbe=0. 

833. Indicación, Utilizendo el problema 829, demostrar que si 

a b 
a- (2 5). n bna. 
M. se ó (2 D). dendo at+be=1. 

835. S11 A 140, X = 0; si | A | == 0, pero А > 0, con la particulari- 
dad do que la relación de los elementos do la primera columna de la matriz А 
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con respecto a los correspondientes elementos de la segunda columna = а, X = 
e 7 para cualesquiera z, y; si ambos elementos do la segunda co- 
lumna do la matriz А son nulos, pero al menos un elomento do la primera co- 
Jumana зе diferencia de cero, X = (2 0) , siendo z, y cualesquiera; si А = 0, 
X es cualquier matriz. 


836. (—2 4 ) 839. ү т FE 838. — 4 4-ь 
(52 —1/2/° (5 3]* ue (4 2) 
839. [cosa sim) 840. 1 ot 1 
aa esr (s 4t ==). 
7 9 2, 
ви. /—8 29 —11 82. (у, 2 —щ 
(5 18 4) о —1 =). 
1-38 4 -2 44 
849, ү ( 2 j E буде 
2 4—2 
т $ afi 4—— 
2 —2 4 a 
Fla 1 1ч 9 
tai 4/5 
м5. -% 47 840. /1 1 0 o 
20 —13 о 1 = o 
p» о 0 E 9]. 
~ od ME ME E 
7. 4 — 4 (an 
0 аш. а a 
0 0 4-4 Cont, 
К ы је р 
п es el orden de la matriz. 
848. А —a 0 0 о 
2.0 
oj. 
о" 
$e (д o o o о 0 
—a 1 ° ° оо 
а —a а ° 00 
a а —a а о ој" 


(an (—а)®% (apt (ајә... а 4) 


о о 1-2 о 0 
о о о 0... 1-2 
lo о о о..о 1 
Зм. п a— n—2 п—3 


n—1 200—4) 2(an—2) 2(n—3) 
4_|п—2 2(4—2 3(—2 3(n—3) 
MAT |а—3 2(n—3) 8s(—3 4(n—3) 


852. 
858. 2—n 1 1 1 
1 1 2—» 4 1 
~ | f d of * p 
аз. а 


855. 
p 
E а 
т == 
p 
алау 


donde si EL. 
" 
857. T 


1 а 
zo sx E Ж 
ти 

+ 4 1 1 1, 


donde s= ED. 


Indicación. En el sistema de ecuaciones para los elementos de la К-ёзїта co- 

lumna de la matriz invorsa de cada ecuación, —desde la primera hasta la 

(n — 1)-ésima— restar la siguiente y sumar las n — 1 ecuaciones obtenidas 
xpresar todas las incógnitas a travès de las A-ósimas, 


839. һ— hps h h h 
h h—s hes h h 
h h hes h в |, 
Ar h h h hs, 


donde зета А. TZL са la suma de los elementos de alguna fila 


o columna) de dicha matriz. 


89. (14 4 = + 
paio єч e 
ite e e 
"te Cad et 


Ú eren entm emm) ett" 


Та licación. Con ol fin de determinar los elomentos de la 4-ésima columna 
de la matriz inversa, escribir las ecuaciones con las incógnitas тү, ту, . -., Zn. 
Cada una de las ecuaciones multiplicarla por un grado e tal que ol coeficlento 


de la incógnita determinada ту so convierta on unidad. Las ecuaciones obtenidas 
sumarlas. 
861. E =) 802. (3 23) 863. (1 5) 
2 3 5 ~ (s 4 


864. /6 4 5 865. (1 2 3 806, (1 4 4 
EE) (1 55). (ii) 
заз 7 8 9, 281 


807. La forma general de la solución: 
243e, 343e, 
en P didi i ye) 


son nümeros cualesquiera. 
868. La forma general do la solución: 


9—36 
a == 


869. No existe solución. 


) donde су y су son números arbitrarios. 
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870. La forma general de la solución: 


7—30 5—30. T— 3e 
5c—=9 521—8 Бе— 


dondo е, ез, са son números arbitrarios. 


ви. /1 14 4 1 
014 4 
0.04 ik 
ETTEN 


872.'Еп la matriz А-+ respectivamente: a) cambian do lugares las ¿-ósima 
y j-6sima columnas; b) la i-ésima columna se multiplica por /e; с) de la /-ésima 
columna so resta la бајта, multiplicada por =. 

Al transformar las columnas de Та matriz А, en forma análoga a lo indicado, 
varían las filas de la matriz A^. 

878. yr (En —U 

али Ta 

881. Al peupe A a la izquierda por #, todas las filas de A so dospla- 
zap en uns fila hacia arriba, con la particularidad do que la primora desaparece 
y la última se sustituyo por la nula. 

Al multiplicar 4 а la derecha por #, transcurro la misma variación, despla- 
zando las columnas a la dorocha, АЈ multiplicar por Ҥ _ a la izquierda (derecha) 
sucede semejante desplazamiento do las filas hacia abajo (do las columnas а la 
izquierda, tespoctivamento). 

890. La,condición АВ == —BA se satisface, por ejemplo, para las matricos: 


010 0 о 019 
—100 0 веј 9 9951 
000 —1]" A ooo[ 
001 0 о —10 0 


Indicación. Al construir las matrices A y 8, hacor uso de la indicación del 
probloma 4747. 

897. Ifilicación. Utilizar el valor del determinante recíproco (problema 500) 
y seducir ol probloma al anterior. 

898. Indicación. Hacer uso do la indicación del problema anterior. 

899. Indicación, Utilizar la identidad del problema 502 o la fórmula de 
inet Cauchy en el problema 409. 

900. Indicación. Utilizar la idontidad del problema 504. 

901. Indicación. Utilizar la fórmula de Binet— Cavchy en ol problema 499. 

902. Indicación. Utilizar la fórmula de Binet—Canchy en el problema 499. 

903. Indicación. Utilizar los problemas 896 y 507. 

Indicación, Utilizar cl problema 507. 

Los elementos diagonales son iguales a +1. 
Los elementos diagonales son iguales а la unidad según el módulo, 
913. Indicación. Utilizar la fórmula de Dinet—Cauchy, dada en el proble- 
ma 499 o la indicación de eso mismo problema. 

915. Indicación. Macer uso del problema anterior. 

920. Hacor uso del problema 913. 

921. Indicación. Aplicar el teorema de Laplace, la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski y la fórmula до Dinet—Cauchy (véase los problemas 503 y 499). 

922. Indicación. Soan п la cantidad de lilas en А, В, C; k la cantidad do 
columnas en В, 1 la cantidad do columnas en C. Comprobar el cumplimiento 
de la desigualdad en los casos: k -+ 1:> л y el rango de A < k -- Ls n. 

Mostrar quo para k + 1 = n el problema coincide con el anterior. Verificar 
que la desigualdad se convierte en igualdad, siendo k + 1 < n y una condición 


290 


complementaria B”-C = 0. Por fin, cuando el rango A = k + 2< п, comple- 
tar А hasta una matriz cuadrada (4, D) = P = (B, Q), donde Q = (C, D), 
mediante п — k — columnas linealmente independientes, de modo que A/D == 
= 0 (eso puede hacerse, construyendo un sistema fundamental de soluciones do 
un sistema homogéneo de ecuaciones con Ја matriz 4”), emplear el caso anterior 
а las matrices Р = (4, D) y Q = (С, D) y tomar en consideración que Р = 
= (B. Q) y | D'D |> 0. 2 » 

923. Indicación. Emplear varias veces la desigualdad del problema anto- 


rior. 

924. Indicación. Emplear reiteradamente las desigualdades dol proble- 
ma 922. 

925. Indicación. Emplear los razonamientos, semejantes a los citados en Ja 
indicación del problema 922. 

926. Indicación. Emplear reiteradamente la desigualdad del problema 
anterior y utilizar la respuesta del problema 532. 

927. La permutación do las ¿-ósima y }-бзйта filas o las (-ósima y j-ésima 
columnas se obtiene multiplicando por la matriz, cuyos elementos pra = 4 
para k quo no es igual a i, j, ру = pj; = 1, y todos los demás son mulos. 

La multiplicación de la T-ósima fila (Columna) por un número e s 0 во 
obtieno multiplicando por una ma riz que se diferencia de la matriz unidad sólo 
con quo el iésimo elemento en la diagonal principal ayy es igual a c. La adición 
a la inima Ша de Ја sima, multiplicada por, se obtiene multiplicando а Ја 
izquierda por una matriz que:so diferencia de la matriz unidad sólo con quo el 
elemento ру = c. 

Para una transformación análoga de las columnas es necesario multiplicar- 
Jas por una matriz semejante que tione py, = c. 

Indicación. Para determinar el aspecto de las matrices buscadas efectuar 
dicha transformación elemontal sobre la matriz unidad, cuyo orden es igual a 
1а cantidad de filas de la matriz А en caso que so transtoraien las filas, уа 
cantidad do columnas do la misma matriz, on caso do transformar las column: 
Comprobar que las matrices obtenidas satisfacen las exigencias del problema 

828. Indicación. Utilizar el problema 927 y mostrar que la transformación 
tipo a) puede sustituirse por varias transformaciones tipo b) y c). 

929. Indicación. Hacer uso de los problomos 617 y 927. 

930. Indicación. Hacer uso del problema 023. 

931. Indicación. Aplicar a la matriz A cl problema 929 y hacer uso do los 
problemas 915, 930 y 914. 

933. Indicución. Utilizar el problema 927. 


99. / » з —4 —в 935, 
= %& @ 3, 
0 1—2 —з 
\—5 0 4 1 
999. fia зу шл сөр; 
—'h —Ya М. —% 
за a c'h 1 
Ms 1 —з 1 


938. Indicación. Para demostrar la necesidad, hay que tomar еп calidad 

de B cualquier columna no nula de la matriz A. j 
939. Indicación. Para demostrar la necesidad hay jue tomar en calidad di 

В una matriz de cualesquiera r columnas linealmente independientes de la ma 

triz A; la i-ésima columna de C formarla de los coeficientes en la expresión de la 

4-ésima columna de А y medio de las columnas de 2. Utilizar el problema 914, 
941. Indicación. Utilizar los problemas 626 y 981 
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943. Indicación. Reducir dicha matriz A а la matriz normal mediante 
transformaciones elemontales de números enteros, Para ello después de elegir el 
elemento mínimo, según el valor absoluto, pero no nulo, mediante las transfor- 
maciones elementales de números enteros, sustituir los elementos de la fila y со- 
lumna, en los que зе halla dicho elemento, por sus restos al dividirlos por éste. 
Repetir ose procedimiento hasta que todos los elementos de la i-ósima fila y 
j-6sima columna, a excepción de ау, se anulon. Si algún elemento «yy en la 
nuova matriz по se divide рог ару, a la i-ésima fila es necesario añadirlo la 
kzósima y pasar otra voz al resto. Hacer eso hasta que todos los elementos de 
clortáyp-ésima fila y q-ésima columna, a excepción de ара, se conviertan en coros 
у todosyos demás olementos se dividan par a q. Luego trasladar ap, al ángulo 
Superior izquierdo y comenzar аз transformaciones análogas con Ја matriz redu- 
cida obtenida borrando la primera fila y la primera columna, etc. Para demos» 
trar la unicidad de la forma normal, Jesignomos por d, el máximo común di- 
visor do todos los olomentos de la matriz А de rango r y соп m filas y п columnas 
para k A, йт у Pongamos da =. 0 para т < k E т. n, Mostrar qua los 

livisores de los menores d, no varían al ejecutar las transformaciones elementa- 
Jes de números eritoros y quo los elementos ез, ез, . . . en la diagonal principal 
«de la matriz normal, equivalente a A, quo están rolacionados con los divisores 
de los Menores modianto las igualdades dy = ез, ез, - >=» ep (k < т, n), de 
onde 


(kmt, 2, 0... п) ек0 para r kem, n. 


944. Indicación. Para demostrar la posibilidad de Ја reprosontación requori- 
da utilizar ol probloma 927. Al demostrar la unicidad de dos representaciones 
A = PAR; za PaRa doducir que la matriz С = РР, = А.П; es triangular, 
únimodular y:de números en! yos elements en la diagonal priueipal 
Son positivos y, por lo tanto, iguales a la unidad. A continuación igualando los 
k A 1)-óskmo, (k + 2)-ésimo, ote., elementos de la ¡-ésima fila en la igualdad 

Ti, == Pty, mostrar quo todos los elementos do la matriz С por la derecha do la 
diagonal Principal son nulos, о soa, C = 

945. Indicación. Utilizar el problema 927. 

949. Solución. Reduzcamos la matriz А a una 
mediante las siguientes transformaciones elementales de las filas: а 
Restando primers fila, multiplicada por números adecuados, 4 
filas, тодабтов la matriz А a la forma 


atriz triangular superior С 
d, se 0, 
lo las demás 


4n ба ба c. Cn 
maf? h SECUN 
0 аһ 


puesto que los menores que contienen la primera fila no cambiaron, d, = 
МЕ "анау 4. 0, de donde а}, ч 0. Restando do las filas yacentes más abajo la s 
gunda ta do la matriz A! con factores adecuados, convertiremos on cero los ве 

апдоз elementos de esas filas, etc. Después de r pasos todos los elementos de 
ә primeras r columnas que se encuentran más abajo de la diagonal, se anula- 
rán. Ya que el rango de la matriz obtenida А (7) = C es igual al rango de A, es 
decir, es r, todos los elomentos do las últimas л — r filas de la matriz С son nu- 
las y, por lo tanto, С es una matriz triangular superior. En virtud del problema 
927 С = PA, donde P es ol producto de varias matricos pe inforiores, 
о sea, do nuevo la matriz triangular inferior А = Р-С = BC, donde В = P-t 
es una matriz triangular inferior. Así se demuestra la existencia de la descompo- 
sición tipo (2). 
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Supongamos que se da cualquier representación tipo (2). Según la fórmula 
para los menores del producto de las matrices (problema $13) tesemos 


(келн dj 


= 3» xn 


DE 


пад) о (и 


Pero las primoras к columnas de la matriz С contienen sólo un шегог de k-ésimo 
orden, distinto de cero, por eso 


коч 0). 


1, 2, 4) d „4%. Ж... = 1% кү 
a (; 2, ki, а) = 8 (y 2, kt, +) i (t 2, к)= 
Sbubas -ee Dra һ-абинбабазз > сан (Ems ke, s 
k=t,2 s 0). (а) 
Suponiendo en este caso { = А, hallamos 
dy == бийба... Dhesa -o бду (em d 2, sss г). (b) 


Dividiendo (b) por una igualdad semejante, sustituyendo k por k — 1, obtendre- 
mos (3). Dividiendo (a) por (b), obtendremos la primera do las fórmulas (4). La 
segunda fórmula se obtieno de modo análogo. ^ 
Sea D cualquier matriz diagonal regular con elementos d; 
ов da diagonal principal. Entonces 4 = ВС = (BD) (DC). La 
obtione de B multiplicando las columnas por dj. ds, d; 
D-1C se obtiene de C multiplicando 5^. Por ello, 
para las condiciones (8) los elementos diagon: Pi tomarso cuales- 
quiera, En el producto BC los elementos de las últimas n — r columnas де B 
so multiplican por los elementos últimas n — r filas de C. Por lo tanto, si 
uno de estos olementos so considera nulo, 165 demás pueden tomarse cualesquiera. 
951. Indicación. Utilizar la solución del problema 949 y mostrar quo para 


las condiciones bay = суу = Y/. -fh , las condiciones (8) so satisfacen y Jas 
(4) nos dan: bip == ср (t= kH 1, k+ 2, cmd, 2,0. Mo 
392. AB=C=(Cip) donde Cu= (5). Cum (2 4), Сит, Сит 


96 

~. 624 

" _ (Си Cn). 
SA == &)-( Н $). 


954. Indicación, Examinar el producto de la i-ésima fila celular porla 
t-ósima columna celular. 


dn. La motriz 


columna celular coincide con Ја matriz X, mientras todas las demás células 
fuera de la diagonal son nulas. De modo análogo, Q es una matriz celular de 
cólulas unitarias cuadradas de órdenes пз, па, . . ., n, en la digo: rincipal, 
con la matriz Y on la intersección de la ¡-ósima fila celular de Ја ¿-ésimidcolen na 
lular y las células nulas en otros lugares. 

958. Indicación. De la segunda fila celular restar la primera multiplicada 
a La izquierda por Ја matriz CA~! y aplicando el problema anterior, mostrar que 
en este caso ol rango no varía. 


959. Solución. La misma serie de transformaciones elementales que соп- 
vierte la matriz R en Ry, transforma la matriz T= 7 


1 
0 cama) "^ la 
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matriz 7, == (d: х—Сесав) - Según ol problema anterior el rango de T 
es igual а п. Ya que las transformaciones elementales no cambian el rango de la 
matriz, el rango de 7, = rango de Т = n y cl rango de А, = rango de 4 = n. 
Por eso, X — САЗВ = 0; X = САЗВ. 

950. -0 ви 

ли ( n —1 =) - 901. zd, y=2, :==8. 
S 
R? .. (8 5) 1 


963. Solución. Las 


les a) y b) so desprenden fácilmonto de la defi- 
nición del producto de . Para demostrar с) no escribiremos en calidad 
de índices, de los elementos dol producto de Kronecker los números de los pares, 
ino los propios pares (con la particularidad de que los números de un par los 
escribiremos juntos y sin paréntesis). Pongamos АВ = F, CD = G, F X G = 
=H,AXC=P,BXD=Q. Entonces 


= а 
Sus, pP? аа, à Cii = 


А Z^ иди, je 


de donde H=- PQ. 


964. a) Para el producto directo por la derecha os necosario coger la dispo- 

sición léxico-gráfica de los (t. 1), (4,2), .. s (tom (2, 1), (2,2)... 

5), (2,2), „. ., (m, n). Para el producto рог la izquiorda la disposición (1, 1), 

(m. 1), (1,2), (2, 2), . . ., (т, 2),..., (т, n), que se obtienen 

diante la anblación léxico-grática de los mismos pares que se leen do derecha 
jodados 


965. Indicación. Mostrar quo el cambio de numeración de los pares no cam- 
bia ol detofifiinante | A X a. y usando la propiedad c) del problema 963, 
Tepresentario como |4 XB |= | (A Em) X (EnB) | = JA X En || Em X B| = 
=a" A Em X Bl. 

966. Indicación: Emplear la tesis de que do | A | = 0 se desprende que ol 
rango de А < 1, demostrado on el problema 630. 

967, Solución. Ponemos АВ = С y designamos por A у, Bij, Ciy los cofac- 
tores, respectivamente, y por Мај, Niz, P,; los menores do los elementos en la 
t-ósima fila у j-ésima columna de las matrices A, В, С. 

Entonces, empleando la expresión del monor del producto do dos matrices 
mediante los monoros de esas matrices (problema 913), hallamos 


Sum Cim (1) Pj 


AH У Мауи У (DIAM (YN = 
E = 


= Ў давм У Bad 
= = 
de donde 6=8.4. 
Para las matrices regulares A у B el mismo resultado se obtieno por un ca- 
mino más corto, así: según el problema anterior Â = | А |-47, de aquí (АВ) = 
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= | AB | (АВ)-! = | А |.| B | 8-4-1 = ВА. Para las matrices con elemen- 
tos numéricos el caso de las matrices degeneradas se obtiene mediante el paso 
limite. El polinomio respecto а A, igual al determinánte | A + AE | tiene ol 
grado n y la cantidad de raíces no supera a n. Por lo tanto, puedo tomarse una 
sucesión de números A, Az, . . ., E m Ay = 0, tal que las matrices А + МЕ 
y В + МЕ serán regulares. Según lo demostrado, (А + ЖЕ) (B + AE)" = 
= (В + МЕ)“ (А + АЕ). Pasando al límite para # — co obtenemos (АВ) = 
= ВА. 

958. Indicación. a) Se deduce del problema 943, b) demostrar para ol caso 
cuando | A | == 0, empleando el problema 747, y para | A | ++ 0, usando la те- 


1 
diferente de cero, es * 
971. Indicación. Demostrar la igualdad propuesta primero que la matriz 
triangular A, empleando el hecho de quo el cambio del orden do la numeración 
de las combinaciones no varía el determinante de la matriz asociada Ap 
y empl do el problema anterior. El caso general so reduce a las matrices 
triangulares con ayuda de los.problemas 928 y 969, 
972. Solución. En virtud del problema 956 de АВ = E, seidesprende que 
ApBp = En, donde N == СР; de aquí 3 
‚Жж 
a) 


2 


[m 


lo „о. 
а 


li ві 3 [E 
т E (1<1 SI Ie) "m 


< <... <А 
0, si $0 Ку > о У я 
= 


Por otra parte, según el teorema de Laplace, hallamos 


3 


пење. 


2 
Ў ep 
) a x 


141, si $e 
Ja B 


o 4 Ў ueno, 
= 
«ука. л 


donde i; <<... «I4. p junto con <<. 
i Ck... <kp forman un sistema completo de 


vs. < kip junto con ky 
Índices 1, ne 

Ya que el sistema do ecuaciones lineales con una matriz regular A, para 
los términos independientes dados tiene la única solución y como los segundos 
miembros de la igualdad (3) so diferencian de los segundos miembros de las co- 
rrespondiontes igualdades (2) sólo por el factor | 4 |, tambien los primeros miem- 
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bros deben diferenciarse por el mismo factor, de donde se desprenden las igual- 
dades requeridas (4). 

978. Indicación. Aplicar el teorema де Laplace y el problema 903. 

974. Indicación. Aplicar el teorema de Laplace y el problema 903. 


IN атаса) 


978. (2—1 о ) 979. (e о 2) 


aja): 


(по atya- охо 
0 6 Q, 


980. /A о o 981. л 0 9 
( А O ) (i o ) 
0.0 ма o 0 
98. 4. 0 o 98. 4 0 о 
(o ме, 0 ) (o Ке Я 
O 0 МАМА 0 0 Ma 
984. Indicación. Demostrar que los polinomios D; (0) no varían durante 
las transformacionos elemontales y que para la forma diagonal normal 


А 
Dra [| 210) (ке, 2, а. ап). 
= 


985. 0 ° 

0-0) 02) D ) 
o 21) (M2), 

986. 


Y o 
р ° ) ; 
9 »@—1)(%—2)(%—3). 


98. /1 0 0 0 


» donde ра (0—1) (0—2) (.—3) (0—4). 


98. гооо 
‚ dondo р ез el producto de los polinomios а, b, с 


900p 
d, dividido por el producto de los coeficientes mayores de esos polinomios, 
989. уа (0) 0 
( o 2080) ) » donde d(2) es el máximo común divisor de los 
ed 0) 


olinomios / (A) y g (А) que tiene el coeficiente mayor igual a la unidad y c es 
ДА los иерар mayores de eses раба 


90. (1 0 0 
(s ih 0 ) 4 
o о jgh 
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991. Jabe 0 0 

Ah 

о 28% о |, donde a, b, с son respectivamento los máximos 
о 0 fr 


comunes divisores ЛАКА tomados con los coeficientes 
mayores iguales a la unidad. 


992. abc 
zr cH Y 


o Ho donde 4 es el máximo común divisor до 
fgh 
Villas > 


e 7 h; a, b, с son respectivamento los máximos comunes divisores де g 
p h, f, У g, con la particularidad do que los coeficientes mayores de todos: 
los polinomios a, b, с, d son iguales a la unidad. 


998. /1 ооо 99%. /1 0.0 0 
0100 010 о 
0010 0020 
ооо м ооо x 
995. А 000 0 
0100 0 
ооч о о |, donde /Q) ма 4-232 4-23 +. 
ооох о 
0 0 0 0 70), 
99. /1 0 0 0 
010 ° 
001 ° ыды 
0 0 0 [0:+-ә)а+- В], 
D 
10 0 0 
оа 0 D Я 
00 (op о | = 
оо о Qt 
997. (i —1 0 ° 
(5 —з "T о м о ) 
0 0 ш 0 о a=} 
эз. (i 
1 
ls | donde п es el orden де la matriz dada. 
lo ~) 


1000. Son equivalentes. 1001. No son equivalentes. 

1002. Las matrices A y C son equivalentes entre sí, pero no son equivalen- 
tes a la matriz В. 

1003. Es la matriz unidad. 

1005. Indicación. Hacer uso de que la transformación elemental de las filas 
de la ¡matiz 4 se reduce a Ја multiplicación de 4 аЛа izquierda, (y а 1а derecha 
Si so trata de las columnas) por una A-matriz unimodular especial. Prosiguiondo, 
SUB R Petra + >; Pet Ops -+ Op donde Py, Q son Amatrices unimodulares 
especiales, poner Р = РВ, у... Palm y O = #00... Or. A] demostrar 
da suficiència, usar la respuesta del problema 1003. 


1006, * B= (5 РЕЈА | Pe( 2, 


Li 1 
> a мнр А-4 
14 + mai 
+? o 1 9) | 
O RAM 14); 


1 —M—2h 

= ма) 
10 о —2.—3 0 244 
1008. B=loar-1 0 |, P=[ —3 — ај 
SM o 24322 


| 
1007. B=( 
( 
| 


3 °- 
4 ом o 

e-( À o A ма o) 
4-4 M-2 1 


—3M4948 3129 +4 k Me —M, 
1009. Por ojemplo, Р= (Фм Тут aoas): eT (0 in) 


1010. Br ojomplo, > ( EL o= (КН эч), 


1011. Por ejemplo, 

1 00 QA Ai MAN 
С ED e- (ses MATE има), 
2—1 —20 o o 1 

1012. Por ejemplo, 


1 о о 
ЕЗ мл 1): e-( 
602—494 2з+2А—12 


—3 
1913. Por ejemplo, >-(} 70): e-( 0 0 o). 


010 Pu 
1014. Por ejemplo, P (—1 4 0; o» (71 —3). 
E 0 5) (72 7) 
— 1 EQ) 6 — 2 08 — 0. 
[RAP ep Ar 


з. Er 0) = 65 AO) 
PRA 1; Es (А) = Е, (0) = 0. 


101 
1018. £i 0) = ++ 1; ЕЁ, 
1017. ва y Ё 
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à) = 1 44; ELO) = 0. 
1019. E, (2) JEU.) = 1; Enpa (A) = Хе, 

. E, 1; = Ena 0) En ()=(M—a)”, si Веб, 
E=...=E)=1=% зі В = 0. 

Tndicación. Para $ = 0 mostrar que el divisor de los menores D,., (А) = 
= 4. Para ello cerciorarse de que el menor са se obtiene borrando la primera 
columna y la última fila, no se anula cuando А. = а. 

1021. A + 1, 0—1). 1022.4+1,2—1,2—4. 

1023, No existen divisores elementales, 

1024. A + 1, (А — 1), , — 1, 4 + 2, А+ 2, ХК + 2. 

1025. No existen divisores elementales. 

1026. En el campo do los números racional 


1018. л, (0 = 1: а 


2 -p 4, 34 — 3; еп el campo 


en el campo de los números reales: А + Y 2,  — V 2, (12 + 4)%, 22 + 4; en el 
pro de € números complejos: 4 -+ Y 2, А — V 2, (+ 20) & — 208 A+ 
4, À — 21. 


1028. Еп el campo de los números racionales у on el campo de los 
námoros reales; (2—4)%, (A-44)%, 244, (M3—34-1*, M—A4-1 en el campo 


de los múmoros complejos: (k--D*, (+13, A4 f. (Sms, 


Nl 
м 


а— уз) УЗ, ys 
(2-1-0) А, a Я 
1000. у 0 ° o 
O ati 0 о 
0 0 ом о о |. 
0 0 0 MARA 0 
0 0 0 0 
1030. 1.0 o o \ 
0 +2 ° ° 
9 0 PI AS ° 
о о ° AM — 124-4833 — 04 
т. [4 d по 0 0] 
041 0 o 0 
0 0 лфА-2 0 0 
оо о AA GIO да ВАА 0 
lo o o ° 0 


1032, Indicación. Sean e (4) cierto factor ircoduotible que ontra on lvescom- 
posición de por lo menos un clemento diagonal, s, la cantidad de elementos dia- 
gouales, distintos de cero, Н Оса «m <'.:. « а, el conjunto de expo- 
nentes de las potencias con las que e (A) зо encuentra en esos elementos. Mostrar 
que para k = 1,2, . . ., sel divisor de los menores D, (A) so divido exactamente 


or [e (Qj 94924 -+k y o] factor invariante Ey (A), exactamento por [e (15%. 
por О Indieactón. Por medio de las transiórtdclonos algmentales seducir 
сада célula diagonal a la forma diagonal (por ejemplo, а la normal) y hacer uso 
del problema anterior. 
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3084. уя o o o 

о мом) 0 o 

0 о x0--)0—10 o 

° ° ° 2041042 
1035. 4 ° ° ° 

0 з 0 ° 

о о wa o d 

о о о ma 
1036. 10 0 0 

( "m Js 0 |, donde була. 

оо о UNP 
100. /1 0 o o юз до о 

ом 0 ° оћ= 0 0 

о 0 (2—1) о оо mmoj 

оо о paa оо 00 
1039. 10 0 0 1040. 10 0 ° 

01 0 0 o 0 o 

0 0At—40 0 ortae 0 ы 

90 00 o о м+л-6 
од. yi 0 o 0 

0 a 9 0 

0 0 mt 0 

о о o mi 

о o 0 o 


1042. D, = 1, D, = 2, D, = 4, р, = 32 
1043. 21 = 3, Da = 18, 8, = 324. D, 
1045. Indicación. Para demostrar la existencia de la representación do dicha 

fepma; Nacer uso del problema anterior. AÌ demostrar la unicidad partiendo de 

las dos representaciones de la forma dada А = Ру = P,Rs deducir que la 
matriz С = Рур, = НҢ! es una A-matriz triangular y unimodular, cuyos 
elementos on la diagonal principal tienen ol cooficiente mayor igual a la Unidad, 
lo que significa que ellos mismos son iguales a la unidad. Luego, igualando los 
elementos do la f-ésima fila en la igualdad CR, = A, y tomando en considera- 
ción la condición para las potencias de los elementos Ж, y Ra, mostrar quo todos 

los elementos do là matriz C por la derecha de la diagonal principal son nulos, o 

sen, C es una matriz unitaria. Do aquí obtenor la igualdad P, = P, y Ai = Ra. 


1047. Por ejemplo, 4-(i =з): в-(2 A 5 


1048. Matrices esculares. Indicación. Mostrar que si 47 = ТА para cu 
quier matríz regular 7, es justo para todas las matrices Т. Para eso representar 
la matriz degonorada 7 como T = (Т — a£) + aE, donde а, + 0 y se elige de 
modo que | 7 — a£ | æ 0. Después aplicar el problema 818. 

Observación. El método indicado puede resultar inútil para las matrices con 
elementos de un campo finito, en el cual puede no haber el elemento a con las 
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propiedades necesarias. El método que sirve para las matrices con elementos de 
Cualquier campo y que no emplea el problema 818, consisto en lo siguiente: 
рагач за J designomos por Руј la matriz que se diforoncia de la unitaria sólo con 
que su elomonto en la i-ssims fila y j-£sima columna es igual a la unidad. En la 
igualdad Я Рау = Рид igualamos los elementos on la t-isima fila y /-ésima co- 
lumna y después еп Ла ¡-ésima fila o fésima columna. 

1019. En calidad de matriz 7 puede tomarse la obtenida de la unitaria, 
¡permutando las filas ¿-ésima y j-ésima. 

1050. Indicación. Hacer uso del problema anterior. 


га AA 423 
1058, A=(B—AE) pz EJ )+($ 1 з). 


+2 2 17 N2 84 
м Я 5 —2 3 
1059. ES ЗА 2) o-0+(s БЕЈ 2). 
24 —2 7 —5 4 
1060. Indicación. Emplear el problema 1005. 


Sean Р = (B — AE) Р, + Po y О = Qi (B — ME) + Qe. 
Utilizando estas relaciones, la aad) ы s vd ш 
BIE = P (A —%Е)О rm 
puedo гедџојтво a la forma = 
В.- ME — Р, (А — AE) Qu = P (А — hE) Q, (B — AE) + 
+ (B — ЋЕ) P, (А — hE) Q — (B — AE) Р, (А — ЋЕ) Q, (B — ME). 
A partir de la igualdad (4), ponemos aquí; 
P (A — AE) = (B — 4E) 07 y (А — ME) = PA (B — AE) 
obtenemos 
B — АЕ — Р, (А — ЋЕ) Qo = (B — XE) [P,P + 072 — 
— P, (A — XE) Qi] (В — hE). 
La expresión en los corchotes en el sogundo miembro do osta igualdad debe 
sor nula, ya quo do lo contrario el sogundo miembro tendría la potencia con 
Tespacto a A no inferior a dos, mientras que la potencia del primer miembro n 
supora a la unidad. Por eso B — AE == P, (A — 2£) Оу. igualando los coof 
sitos де y ln términos indeponilentos ба Ја igualdad. obtonomos: P,Q = E 
УВ = : 
1063. Son. somejantes. 
1064. Son semojantes. d 
1065. Las matrices А y C son semejantes entre sí, pero no son semejante 
a la matriz B- 


1966. Las matrices В у С son semejantes entre sí, pero no son semejantes a 
la matriz А. 


1067. Por ojomplo, T== (1 E . Indicación. Con ol fin de obtoner 


una respuesta, en lo posible la más sencilla, es necesario tender а Fealizar las, 


más simples transformaciones elementales de las columnas de las mátrices 
A —ÀE y B — AE. s у 


1008. Por ejemplo, Т=(_\ 3j) Indicación. Para reducir la matriz 
A AE a una forma diagonal normal, restar de la segunda fila. multiplicada 
por 6, la primera, multiplicada por À +. 16, y de la primera columna, multipli- 


сада por б, restar la segunda, multiplicada por %— 17. Transformar de modo 
análogo la matriz В 
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1069. Por ejemplo, 


4 —33 
e) 
4 —21 


1070. Indicación. Obtener су como una suma de todos los factores qué se 
hallan en el determinante | А — АЕ | en los productos según д elementos en la 
diagonal principal y tomados para À = 0. 

1071. M = att а... Hat ==... == ћу = 0. Indicación. Em- 
plear el problema anterior. 

* 1974. Indicación. Emplear el problema 1070 para la matriz В = A — МЕ 
y mostrar que el polinomio característico | B — u£ | de la matriz B después de 
sustituir н = А. — A,, pasa а sor un polinomio característico | А — AE до la 
matriz 4. 

1075. Para la matriz triangular tipo 


donde ay. з 0О( = 1,2 
do prios 5. 'en la cual р'еї 
será d — p. 

1076. Indicación. Multiplicar las igualdades 


ПАЗА Ауа 


n — 1), será d = 1. Para la matriz diagonal 
з de la diagonal principal son iguales à Ay, 


1077. Indicación. Multiplicar las igualdades 
14 AE | = 04 — A) 04 —2) + ба —%, 
1A AE | = Q8 HA (04+)... On + 
y slatituir 2 por A. 


1078. Indicación. La igualdad | A—2£ | (1 —3) (A —%) б 
multiplicarla por todas las igualdades, obtenidas do ella, sustituyendo 


рог Ан, А 


y en la igualdad obtenida sustituir АР por А. 


«y Atran donde eam oos E t tsen anas Р—1) 


1079, Solución, Sen f (2) —a, ü (Au) además q()e || (м А). 
= Ll 


Suponiendo A= А en / (A), recibimos: (4) 29. || (А—ијЕ). Pasando de 
E 


las matrices а los determinantes, hallamos 


uinea [| 1412 1=08 [| eos [| || вә 
~ ен 


= (lo [| о в) |] 100. 
ма = 
Рог otra рате, || (А) | =<8 || epp ZG, Ф). 

E 
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1080. Indicación. Emplear la igualdad del problema anterior al polinomio: 
g (z) = f (z) — ^, donde А es un número arbitrario, 


1081. Indicación. Emplear la igualdad | (4) iO у utilizar 

los problemas 4079 y 1080. 
1082. Indicación. Si por lo menos una de les matrices А, В es regular, 1 
afirmación se desprende de la semejanza de las matrices AZ y BA (véase 
roblema 1047). En ol caso general pueden utilizarse los problemas 920 y 1070. 
'ara las matrices sobre un campo con un número infinito (o lo suficientemente 
grande) de elementos de la ejecución de la igualdad requorida para las matrices 
regulares so deduce su ejecución idéntica, Por fin, pera las matrices con elemen- 
dos numéricos la igualdad para la matriz degonerada 4 puede obtenerse mediante 
un paso límito. Por ejemplo, si 24, Ay, - - ., An son números característicos do la 
matriz degenerada 4, tomamos unà xf de números ej te. dal que 
todos ellos sean distintos de Ja, As, - dim ep = O. La matriz Ay = 


= A -- ЕЁ es regular, Por lo tanto, | 448 — AE | = | BA, — ЋЕ |. Pasan- 
до al límite para 6 > co, obtenemos la Igualdad necosaria. ^" 
1083, Los números caracteristicos (teniendo en cuenta la multiplicidad) 


serán Эл == (ey). donde f (ауе чаза ауа. Фара“ у eam соз DRE 
+в 210 o, {,2,...г»—1). 

Indicación. Utilizar la exprosión para, el circulanto del próblema 479 aJ 
circulante | А ЛЕ |, donde A es un parámetro. . 

1084. Solución. Empleado el problema 304 para el determinante 
ГАМЕ, donde à es un número caractorístico, ponomos afi —% 
Mie —1. Entonces | А--ЛЕ | аал --a?-19-1... -- B". De aes —1, hallamos 


€ 0 у p 0. Prosiguiedo, af, ya que de а= Ву | А—АЕ |=0 

seguiría que а= 6—0. Por oso, | АЛЕ |= 2771" Zo, de donde 
aym a Эң E , 

(+) mdi gone reisen И (em, 2,..., n), o 0, ya que 


т +1. Resolviendo esta ecuación, junto con af=—1, hallamos: 


k E 

a= = (cos ДЕ фина ЛЕР), реа (eos im ZA). 

Aquí los signos +: tionen que coincidir para æ y P, ya que afe —1. Do 
nk 


aquí ke — (+B) =F 21 сов TE (kei, 2, ..., п). Todos estos números 
deben ser característicos. Pero entre ellos puodon haber iguales, ya que 
cos "coa (4d) 

n+1 1 


Todos los números diferentes se encuentran en el sistema 


nk 
2 оов SE (#51, 2,..., п). 
Poro el grado del polinomio característico es igual a л. Esto significa qua el 
último sistema contiene todos los números característicos, con la particularidad 
de que no hay raíces múltiples. 
1085. Indicación. Demostrar quo la célula de Jordan de orden X con el nú- 
moro « en la diagonal tiene el único divisor elemental (A — 2). 


Construir Ја matriz de Jordan A ¿, cuyas células de Jordan están enlazadas 

«del modo indicado con los divisores elementales de la matriz A — ЋЕ, y usando 
los problemas 1933 y 1061, domostrar que las matrices A y Ay son semejantes. 
Al demostrar la unicidad, haciendo uso del problema 1005, cerciorarso de que 
las matrices caractorísticas de dos matrices de Jordan semejan С son 
«equivalentes, y del hecho que los divisores elementales de las matrices B — АЕ 
Ye e AE coinciden, aplicando de nuovo el problema 1033, cerciorarse de que 
las matrices B y С coinciden con una exactitud de hasta el orden de las células. 


1086. (1000 о о) 10. (— о о о 00) 
0100 0 0 д— 1 0 00 
0010 0 0 о 0-1 о 00 
0001 о oj- o о 0-1 10 
0000—2 0 о о о 0—10 
0000 0—2) о о о о 05 


1088. El problema cstá planteado incorrectamente. La matriz А — АЕ де 
cuarto orden no puede tener semejantes factores invariantes. 


1090, /2 0 0 100. у—4 0 оу 1092. /—3 0 0 
( 2 !). 0 —t !). ( 0—3 1). 
0 02 о 0 —1 0 0-3 


1093. 00 1094. == 0 0 1095. /0 0 0 
( 1 ) i ( 0 —2 1) (s o jJ & 
о 0 0—2, 0 о 0, 


1 
014 
004 
100. (1 00 1097. (100 1008. (1 10 
( (7 1). (^ 2 o). (o 1 1). 
о 0 0, ооз 0 01 
10 1000. уз 0 оу ш. (a 0 о 
0 1 ) ( ES j. ( a ) 
оо 0 0—1 0 ба 
1 ° 
8). 
0 2—1 
1 1 4 
» donde e= —-л- + -7 i УЗ es uno de los valores 
complejos de 47. 
но. 1 0 o 1105. /1 000 иб. 72100 
( зун о.) 0110 0.200 
m оо. 0024]: 
0001) 0002 
1107. 41. жо 1108. 0 100 
ва ° 0000 
060-41 1р" 0 001 
оо 0— о ооо 
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1109, 


sor 
Dm 


"eoo 


0 0700.01 
1110. Lo mismo que en el probleme 1109, 
1111. Lo mismo quo en el problema #109. 


102. (n 1 00..00 183, gt 
0 5 10..00 0 
0.0 n 14:00 0 А 
0 0 00.1 0 0 
lo о оо..ол) 
им. ym 0 0 о 
0 шщ 0 o 
O 0 «а ...0 |, donde as са. ..., an- son todos 
б # casu 


los].valores de 3/27, о soa, аута. (cos -FEE ton X) бо, 4, 
CN 
1115. Una célula de Jordan con el número a en la diagonal principal: 
1118. En el campo de los números racionales сз semejante a la matriz 


100 
(s 2 o). 
о оз, 


1119, En el campo de los números reales os semejante а Ја matriz 


2 o D 
| ys ој, 
0 0 —Y3 


1120. En el compo de los números complejos es semejante a la matriz 


4 6 о 
(s 24301. 0 ) 
0 0 2-31 


1121. En ningún campo es semejante a la matriz diagonal. 
1125. La matriz diagonal con los elementos en la diagonal principal, iguales 
а cero оа la unidad. 
ind 128. La matriz diogonal con los elementos iguales a +4 en la diagonal 
rincipal. б 
Vi" bservaeióe. La afirmación no es correcta para las matrices sobre un campo 


5 
de característica dos. Por ejemplo, (5 1) =E y la matriz (5 4) mo зе reduton 


a la diagonal en virtud de la unicidad de la forma de Jordan. 
1127. Si n es el período de la matriz А, o sea, el menor de los números na- 
turales Б, para los cuales Аћ = E, Ja matriz diagonal tiene en la diagonal prin- 


cipal algunos de los п valores de la raíz 3/1. Observación. El resultado es inco- 
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recto; para las matrices sobre los campos де característica finita, por ejemplo, 
para la matriz de orden <p sobre el campo de característica р: 


es válida la igualdad AP = E. 
1128, a) A — 1; b) X. 
, , 1129. Para las ma! es escalares А = &F y sólo para éstas. Para el orden 
i dado esa matriz es única, 
1130. 0, — a)", 
1134. 55 — áh 4. 
1135. 13 — 5A or 6. 
1136. Por ejemplo, para las matrices 


0 
° 
1 


ге = 
(И 
onoo 


0 
o 
1 
1 


22-е 
ъз 
ecc- 


Ф (А == (% ~ 15, + (A) = (А — 1), pero estas matrices по son semejantes en 
Virtua de la unicidad do la forma de Jordan de cualquier matriz. " 


0187. fan Charol Chart Ciara... Суада. 
D ан Cara Chale... Cp-?armn 


° о а 
para k<n—1 hay que poner Cj—1 у Ój=0 рага k« s. 
1138. Indicación. Poner A=a£+/1 y on lo igualdad 


E y 


(s es ol grado del polinomio f (2)) tomar z— 4. 
1140. Una célula de Jordan con el número a? en la diagonal. 
1141. Sí n > 1 es el orden de la célula de Jordan A con el cero en la diago- 
nal, la forma de Jordan de la matriz А? consta de dos células con cero en la dia- 
gonal quo tienen órdenes n/2 siendo n par, y (n — 1/2, (л -+ 1)/2 рага n impar. 
Indicación. Empleando el problema 1130, hallar los polinomios mínimos 
de las matrices А y А? y mostrar quo las células de la forma de Jordan de la 
matriz A? tienen órdenes que no superan a »/2 para » par y (л 1)/2 para n 
impar. Comprobar que el divisor de los menores Dn -z (+) de la matriz Аз — ЋЕ 
es igual a lu unidad, mostrando posteriormente que la forma де Jordan de la 
matriz А? no contiene más de dos células. 
1143. La matriz buscada contiene dos células do Jordan con el número œ en 
la diagonal. Estas tienen órdenes л/2 para n par 6 (n — 1)/2 y (n--1)/2 para n 
impar. Indicación. Utilizar los dos problemas anteriores, 
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1144. Solución. Sea А = TT, donde A ез Та matriz dada y 
B, 0 
B 
в= 
(0 Ax) 


es su forma de Jordan con las células de Jordan 


ма 02.0 


Entonces A! 


y tiene el mismo orden que B, y 


(Mm 0) 
ГА 
u= 


0 E 


Multiplicando directamente, hallamos: #4 = ТВЦ, y por lo tanto, B' = 
= НОВИ, Por eso А' та TNA BUT = TH ATAATHT! == СААС, 
donde C = ТИТ“ es una matriz regular simótrica, Supongamos que D = CAA > 
Entonces D' m А'@ = CACC = D. De esta manera, là matriz D es 
también simétrica y А = CD. 

1145. Si das A. .., An son los múmeros característicos dé la matriz A 
франка єп exentá wù multiplicidad), los números caractersticos бо Ja matriz 
Ар, (teniendo en cuenta también su multiplicidad) son iguales a los números 
dus ++ My US ea m.s. << n), es decir, a todos los productos 
posibles según p de los números característicos de la matriz A. 

Indicución. Aclarar que al cambiar la numeración de las combinaciones se- 
gún p de los números 1, 2 n, la matriz Ap paso a una matriz semejanto a 
ella, utilizar el problema 970, pasar a la forma de Jordan A; y emplear las pros 
piedades de las matrices asociadas del problema 969 


1146, Si As 2а, .... y som los números caractorísticos de A y ph, +... Mg 
son los números característicos de В, los números característicos do A,X 2 509 
iguales a Ay (1,2. pif 4,2... 0) d 
Solución. Supongamos que el producto de Ктопоскег A X В se determina 
mediante la disposición de a, A, . . ., "jq pares do números (t, f) (i = 1,2,1. 
ET YREIMD 9). La wanspeslelón de as y as origina en la matriz 


A X B una permutación з filas i-ésima y j-ésima y de las columnas i-ésima 
y Fésima y, por lo consiguionte, transformará esta matriz en una semejante a 
ФА. (problema 1049). Puesto que cualquier pormutación so тойи e us ntn 
de transposiciones, los números característicos de todos los productos de Kronec- 
ker A X B coinciden entre sí, por eso puede examinarse. por ejemplo, el pro- 
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ducto directo derecho A X* B (problema 984). Supongamos que А os igual а 
C-14,C y B = D~B;D, donde А, y B, son las matrices do Jordan, Aplicando 
la própicdad c) del ptoblema 963” hallamos 4 х* B = СААС X" DAB¡D = 
= (C3 XD") (4, х" Bj) (C X* D). Según la propiedad e) del problema 964, 
tenemos: С X * D^! = (C X" D)^. Esto significa que las matrices А X * ВУ 
Ај X* By son semejantes y sus números característicos coinciden. Pero Aj X * Ву 
eS una matriz triangular con los clementos Ау (i = 1,2,..., р;у=1,2,... 
эчү), n Ja diagonal principal, lo que demuestra musst а rmación. 

Ma7. Indicación, Mostrar que g (А) = А (4) cuando, у sólo cuando, 
g 0) — 0) зе divido por y (2). 

1149., En este caso el polinomio mínimo coincide con el característico (con 
una exactitud de hasta el signa). г (^) es un polinomio ordinario de interpolación 
de Lagrange gonoral. 


S (ААВ)... (А— о) Ar E) 00» (ААБ) 
пае Ж 100 RT Ga hc Ga ed т ба) 


donde da As, , 
según la cond 


» son los números característicos de la matriz A (diferentes 
n). 
1150, r (2) es un polinomio ordinario de interpolación de Lagrange general. 


‚ (А—МЕ) 
Оа)" 


S (A—R3E) > (A— haa Ah E) 

по 2 109 (m) o O ба Mel > 
1151. Solución. Mostremos, primero, que si el polinomio, interpolador de 
Lagrange Sylvester r (2) existe, se determino mediante las igualdades (i) y 


(2). Sea 
СР 
+) e 


el desarrollo de una fracción en fracciones simples. Multiplicando osta igual- 
Sad por y 08, obtenemos la igualdad (1). Para establecer las igualdades (2), mul- 


tipliquemos'la igualdad (3) por (+ — hy)". Obtenemos 


(А) тк 
SR m iia AAH. Hn, Om 


TC, NUNC 
Сове ит 


cM eO 0 


donde y (N) es una función racional que tiene sentido para A = Ja junto соп ie 
das sus derivadas. Tomando de ambos miembros de B igualdad Q) la (f — 0- 
ésima derivada рага % = A, y usando el hecho de que los valores de r (^) y f A 
en el espectro de la matriz coinciden, obtenemos do esta manera las ойда los 
(2). Segundo, mostremos que el polinomio r (À) dofínido mediante las igualdo- 
des (1) y (2). es un polinomio de interpolación de Lagrange— Sylvester para la 
función 7 00 еп el espectro do la matriz 4. De la igualdad (1) se ve que el grado 
de r (A) es inferior al de y (А). Prosigniendo, ponemos 


DO) pe Han а)... од, AA, 
De las igualdades (2) se deduce que para A=}, los valores de la función 
qu (А) y de sus derivadas de orden j< r, coinciden respectivamente con los 


valores de la función ES y sus derivadas del mismo ordon. Por eso 
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suponiendo que à= ћу en la igualdad г (4) Y) qx 0) Yn 0) y en los iguale 
= 


dades que se obtienen de ésta mediante la diferenciación j-mültiple (у < ra), 
obtenemos: 
AD) = Ко ба) U= 0, 1,0. — ђЕ =, 
es decir, Jos valores de r 0) y f (4) en el espectro de la matriz coinciden, 
1152. f (4) = IE +b (А—МЕ) (А—%,Е)?-Е[сЕ-++4(А—М,Е)+е (A-24E)] X 


өө, 


е 10) TN " 
e donde m i-a! бо + пр б), 
10 TN TUS He _ 

CA 100 +4 о emi 00 


пр Фе + аг пр a 


1154, ladicación. Mostrar que los valores del polinomio de interpolación 
de Lagrange Sylvester r 0) para / (Ы en el especten de la matriz A coinciden 
gou Jos valores de / 0) en el espectro de cada célula Ay y emplear «i problema 


изв. rj пенье e за... „РЕ. ула, 


(0) je) 
q qu 


(по ro 


m-t) 
ма | o ую ге... Z0, 

бө 0 .. du) 
ión f 03. para la cual so determinan los 


1) tiene sentido para спа 
valores de 7 (0). f^ (0), . . ., [0D (0). 


1156, А a+ 
fe map TIR ana, 


(1) rat 4, E] 
d) д La) 
tasj 9 fere СЕ 
$4787 ле 
1(4) s ешш para алле función f (2), para la cual existen valores de 


Ti, Mad ), - 
ndicición. Emplear el problema anterior. 
1162. 3.2100—2.3100 2 (2100 — 2109) 
(Aaa Е 


не. 2» (7% 5). 


[n 


nme === (3,5). = (5 2): en total son cuatro matrices. 
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4e—3 а), 1167. 


6e—6 4—3e. 
e -®в+ 
er EE 
eti —3e 


—45 6 

—5 2) si se toma el valor real del logaritmo, 
—5 2, 

La solución general tiene el aspecto: 


3-E2nin —15 6 
( 4 —542:n 2 ) н 
1 —5 242 


donde ¿== 1 y n es cualquier número entero. 
1170. (i =i 
IL 
1171. Indicación. Utilizar el probbema 1159, 
1172, Indicación, Utilizar el problema 1159. 
1173. | e^ | = et, donde s= ац + ада +... + ann esla traza do la 
matriz A. 
1174. Indicación. Utilizar el problema 1161 
1175. NA y8 — jj. 1176. Ыр у} — v3. 1177. i-i 


1078. 00—080. — 1179. vi-- i — vi 
5 1 1 
nw AA nm ы i 


1 
negi t 
D 
1181. и-и а= рифи аа па Ya а= рь Ys. 
1182. И 08—08: ti ms па а as этар 
1 l3 5 5 
нз И+И- Vi -y Vint VE 
1 1 1 yz 
n = EY nt чк Зө nm -р Убу Rs 


1 1 5 1 
Fan VB + 


1184. pru n- 
t 1 
ctu “= ери 
1185. 01—06 AR Vr zi а — a ене i 
1 ys ivg z 
1180. Ии-и: а= -у- ИЗ s V But V BS су to 


t zm в xt 3 5 1 F4 6 3 
A A ATTE ATA 
nm diy 835. 


1 1 


1 1 
1487. 24-1054 -- 19095, ien — T reb e pr qp e баулу. 


810 


i 1 A 
188, e n 


1 
neg ne 


He. 268-0805 aene nep nt h za 


1 1 
ме бр Y 


a 
1190, 2, == у, — 3yr — 60а; 2; = 02-358; 23= уу. 
1091, 2,752 УЗ + V 2 ya 595 =+ У =y 


192, а=, zm ЗЕ, VE Vin (3442) ve 


1193. yli = а, tatt аута Vemm) das 
Vi 6 А АН Zn, Зі ау 96 0. 


HS Firm zai 


[EE 


nmn Gba een 


zb dp sd ttn 


из. inn 
nm +ске. + наш 
1 
Ya cux 
ГОРЕ tnt. +), 
Vm no tad e +; 


Indicación. Reducir esto problema al anterior. 
1196. Si n es par: i++ yi — ub ++ vd — hi 


pbi y 
и (121, 3, 


Ye —8 


5,. 


rd (122, 4, 6, ..., n—2) 
Una Rin, yam enn 
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Si n es impar: yj —yi-- yiÓ vi... -vÀ-a — vaa 


gie SUE Sn. (—4, 3, 5, ....n—2); 
yi ыы (£22, 4, 6, ... n—1y; 
DET 

n—1 


—2 
abe + ва 
PES AA 


по а — En 


Jnnt 


Y арат el método de la induceión. El otro procedimiento consi: 
siguio H 


igualdados, reduzcamos la forma У) (z—s)* al aspectos 


i 
тз ai 

2(3 q) з). Utilizando la respuesta del problema 1194, obtenemos 
dei jet 
f 


Abbat T a 
incógnitas hyevas y viejas resulta relativamente comploja. 
fios risp рур tma Үн чай 


En este caso la relación entre las 


n (ibn bt eese 
m CT nbn be 


mp Tnm menses +20) 


I= 4 (4 та +з). 


La transformación inversa tiene el aspecto: z,:j,—ja; турі 
—Vsi eei Zn-i Yne Yni та И Жупе 
Indicación. Emplear la transformación 


атафа+. 
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Indicación. La demostración es semejante а la de la ley de inercia. 
Indicación. Utilizar el problema anterior, 
Las formas f, y Ја son equivalentes entre sí, pero no lo son a la for- 


202. Las formas fs y fs son equivalentes entre sí pero по lo son а Ja for- 


1203. En el campo complejo n-+1; on el seal CEDER 
1204. El rango es un número par, la signatura es nula. 


4205, [=] 44, donde [2] significa un número entero máximo que 
no supora йт. 

1210. Indicación. Para demostrar la afirmación b) examinar la forma 
fe = 1 + eg, donde e > 0 y g es la suma do los cuadrados de las incógnitas. 
AL demostrar la necesidad, comprobar que f, > 0 y que para los correspondientes 
monores principales D y De de las formas / y Je tene lugar: D — lim De. Al 
n las potencias de 
s de läs incógnitas se cumple 
1а forma regular Ja = =ч} + 


+. 22,5, tlenon los menores angulares no negativos, pero ellos de por sí no son 
по negativos. A 

AT demostrar la afirmación c) aplicar el problema 1208, 4%, 

A demostrar ја afirmación d), emplear e problema 010 y а Fedución de f 
а la forma normal, mostrando quo А == D'BD = (BDY (ID), donde D os la 
matriz de una transformación y P, la matriz de la forma en la forma normal. 


4212. 12.2. 1213. 121<V353. 1214. —08 <А <,0 
1215. No existen los valores requeridos de 
1246. No existen los valores requeridos de A. 

1217. Indicación. Sea р = у P. donde [e сл +... + сед. Cam- 
blando el orden do las incógnitas, llegar al caso de са, ж 0, ejecutar ЈА ttansfor- 
mación yj = z; (£= 1,2, ..., п — 1), у„ = = y demostrar que para las nuo- 
vas formas Do, = D, + евра a. donde Dy, єз el menor angular de orden. 
п 1 do la forma 

1248. Indicación. Representar la forma f como 


fos (tibat ee HER nn O) 


y utilizando el. problema anterior, mostrar que D = аур < auD o 
1219. Indicación. Utilizar la forma canónica de la forma dada. 
1220. Solución. Es obvio que (fı + fa, 0) = (fs. g) + (fz g). Reduciendo» 


ambas formas a la forma normal, hallaremos / = У) у}, g = У) 2, donde yy, 


E = 
2, son formas lineales con respecto а ту, ту, .. ., xn. En virtud de las propieda- 
465 soñaladas do la composición, tenemos: 


0. д Ўр Ў 2р. 


mal 


demostrar la suficiencia comprobar que desarrollando De s 
{Бе > 0, y mostrar que pora cualesquiera valo 
=" Tim, fe. Ejemplos, La forma Jı = —=] 


Examinemos uno de los sumandos (y?, 2%), donde у= У) шут, 2= 
=] 


baza. Entonces y*e У) arayan #38 У) Фарзы (U^ 258 
' һа (жп 


1 
ita 


313. 


) = 0, lo que demuestra la afirmación a). Ahora 
à g la reducimos a la norm: 


#= У vi, donde y;= У qum, (i=1. . 
= 
S ^ 
ces (A g= У (|, yp. Pero y; 
= 


+") У 10]=]1 41 560. Enton- 


>) вичазињ de donde (f, yp = 
к= 

= Y nara У) ap (аут) Gra) 229 en virtud de que />0. 
dA het 

‘Sı para cierto £ tomamos el valor z 


15-0, existe un £ tal que ди 0 
«sino sería en la raya verti 


ical Q—0). Por consiguiente, en virtud de que 


V0. también (7. ир) Y op (212) (021) 0 у (f, g)>0. 


pr 
1221. Indicación, Para demostrar la afirmación b) examinar la forma 
n 


fuc У) agna, (ке, 2,0... n). 


„=! 


1222. Indicación, La necesidad do las condiciones (2) proviene de la cons- 
tancia de los menores angulares para las transformaciones iriangulares (véase el 
problema anterior). 


De la misma manera so demuestran las igualdades (3). La s 
«demostrarse mediante la inducción según la cantidad de las 


3 1224. ју == 42y? ++ 
У. 
1225. Да 
= уз 


1226. =% twi; а И nim Убу за = 


¡ciencia puedo 
nados n, 


1 
hm nent + 


Ay - 258; 0,772 343 VŽ 05 re 


da. 


— Viva; za == n-4 va nt Viv. 
1227. = ib iibri RANA ли 


1 1 D d x 1 2 
A—Mh— IW np ng ide da grum Ear 


=> 
UTN 


2 2 
1228. i=} +2 42010 ds ар ga 
+ а= nt os LI yi =. 


1229. /1=103202—305 а=й+й+ И: AY T= —Y + Js; 


1230. Indicación. Mostrar quo las гай‹ de la A-ecuación de па par de for- 
amas по varian pam cualquier transiormación lineal regular de las порода. 


иа 


1231. No se puede, ya que las raices de la Z-ecuación son 4-1-4. 


1232. No se puede, ya que las raíces de la A-ecuación son + + у. 


1233. Para una numeración adecuada se cumple: Ан; 1 1, 2, ..., n). 
1234. Зуј—у]—5/5. 1235. 5y2—y3—213. 
1297. Sow equivalentes. [238. Son equivalentes 
1239. 71 2 y. 1793; та = Бур + Ta 
1240, ту = m +2 za = 3m F 2р 
1242. Indicación. Mostrar que el polinomio característico | 4 — AE | no 
varía durante la transformación ortogonal de la forma f. 


1243. 403 + ћу: —29%: 1244. буї-+-бу}-- у. i: 
1245. j-- V 3j — V 308 1240. 34 (14V TI) yt (40 — T) 93. 


ak ón. Es lic 
1247. У cos т "À. Indicación, Examinar la forma duplicada у ro- 
ræt 
solver de modo análogo el problema 1084. 


2 t 2 
1068, HO па pn reb s nm eR 


1 1 2 2 Li 
тти aX VES v 


4 2 
1219. HS-i: + + 

2 
ери: = 


р 2 
m + „== и+-ү. 


1 1 Д 1 
0. зиф 608—208; т nc TE EF дш — - 
1230. Sut 608—208; л, УЗ otyr tyr" ауди 


1 2 
туу" A 


1291. p — ip ih nm 
Ly } Уз; Ay А he 2 Y 
CI CES 
1252. 9yp-- 18434 1808; дү 


[2 2 2 
pu а 


„+ Yr 


2 2 2 1 
uet man и ри 
1 


Ya 


1253. З39ў— буф ху 


мъ Уы УЗ n= 1 nc Y3vs 
aint У X à 

x cR 
Fut Yer Уа E] 
3 z 5 3, 


1254. Wi+Wi— 008; 21. 


2 1 5 1 5 
neg ny Y iu*uYiu 


1255. 21448 —21— аи 


Ft + 
БЫ 


1 1 
0—0) атр (а а 9 а: тате пр G1 Ja s — 3). 


Ыы » 1 1 
1256. Ayj--8yj-- 1295 —4yj: = Ty icta ks bah fam uy n Ja 


1 i 
т) gay (аа ya us rM n аза) 


= " 2 A uz 1 
3257. Sy —5у+-59: = УБ Њих n= - Vi 


— Убиј s = LY Sonet 


1254, 2Й—ш VE n= VE oa s Vix 


хане: a Y Bst) 


ч 1 
1259. 974-013 + т=з; Gam (иза 204): та Curry 
ЕЕЕ Qn f vi 


5 V5t- nhi 


1260. 5yt.-6y:--5y4— 8i n Уба + x 


1 1 ж 
32 ai zm qs V ЇЗ (бу фар та ү V ЇЗ (Зу, — 29). 


A 


mg YS Chua: пита V Rosin: = d VT Gru) 


+ 
1262. буф — 503-54 — 5d +5yi; л 


g YBGnw n — VB 


=n) АЫ АУ, 22 Dent УВО 
n У-у. 

neos o n= Ita 

1 


+ am; 


u= Ii ze «ee ава U— 1) xi] (i2, 3. Lus n). 


Yt(—1) 


ea I p p Ep sss — als puede tomarse da misma 


transformación. que еп el problema anteri 
1265. Indicación. Mostrar que durante la transformación ortogonal de la 
forma cuadrática, el polinomio característico de su matriz no varía, 
1266. Las formas f y h son ortogonalmente equivalentes entre sí, pero no lo 
son cen rispocto a la jorma g. 


2/3 —2/3 —1/3 100 
1269. o- (26 13 з): (0%). 
їз 2/3 —2/3 оот 
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EX 
i 1 190 
Z -Ayi 4 уз, 1201. = 
эю. д = | 95 -4V5 рУ: osos (910). 
1 


iR 3 

1271. Indicación. Haciendo uso de la indicación del problema 1074, mostrar 
que los nümeros característicos de la matriz 4 — ЊЕ so obtienen, restando 2 de 
Ms números característicos de la matriz A y emplear el problema 1242. 

1272. Indicación. Emplear el problema anterior. 

1274. La matriz cuadrada real con menores angulares positivos es ortogonal 
cuando, y sólo 

1275. Soluei 


triangular, a la forma canónica, con coeficientes positivos DN 
blema 1222). Si C es la matriz de esta transformación, D, la matriz diagonal con 


Q = АВ Entonces — Q'Q = (AB~Y (AB) == (B)? X (A'A ВА = 
= (В'}З!.В'В.В—\ = E, ез й la matriz Q es ortogonal у А = QB; si аде 
más А = 010 la matriz 0101 = BIG! es ortogonal y triangular con elemen- 
зое аав la diagonal. Esto significa que es una matriz unitaria, de donde 
= Q, y B = В. 
1276. Solución. Demostremos la afirmación a) para la "representación 
А = ОВ del tipo necesario, La matriz А'А es simétrica y la forma cuadrática 
con esta matriz es definida positiva (problema 1207), Por eso existe una matriz 
ortogonal Р tal que A'A = P'CP, donde С es una matriz diagonal con elenteutos 
positos Ay, Аз, .... An en la diagonal. Sea D una matriz diagonal con ele- 
montos Wiz, V fa... . V An en da diagonal, con la particularidad de que se 
toman los valore positivos de la raíz. Pongamos В = P'DP «= РАДР. De 
aquí proviene que 8 es una matriz simétrica con números característicos positi- 
vos. Esto signilica que la forma cuadrática con la matriz P es definida positiva 
mgulares son „positivos. Prosigulendo, АА PAC = 
ADP-P-DP = В. Supongamos que Q = АВ-!. Entonces 
тов y 09m ABAV (ABa = SACA) DA BOB E Por 
lo tanto, Ja matriz Q es ortogonal. 
Supongamos que e dan dos representaciones del tipo neeesarjo 4 
ФБ. Ка este caso A'A = Бү == B}. Designemos por A, das sc i 
^. Yn los números característicos para AA, Ву By 
respectivamente, situados on orden no creciente. Todos esos números son. posi- 
tivos y н} == Ay = у] (E= f, 2, . . п) (problema 1077). Esto significa que 
u= v (t 
d 
V tales 
V'CV, de 


B, = 


та Sila y j-ésima columna. que юу = O. De esta manera, sí la mariz C se rez 


distintas células, diferentes, la matriz W es celular-diagonal con células dia: 
perales Wi, Wa... ., Wy de los mismos órdenes que Сү, Ca. ... 
la construcción de la matriz D, ella será también celular-diagonal 


con c 


s 
diagonales Dj, Da, - ... Dz de los mismos órdenes e igual a los clementos diago- 


nales en cada célula. Ya que DW; = WD; (= 1,2, . . ., E, DW = WD. Do- 
aquí DUV = UV'D; U'DU = Y'DV, o sea, Bi = Ву. 


м7 


Haciendo uso de las funciones con respecto a las matrices, ¿Puede hacerse una 
domostración más corta. Si А == QB es la representación del tipo buscado, 
A'A = ВЗ B = V FĀ, con la particularidad de que los números característi- 
cos de B sun positivos. Así, pues, B es un valor de la función УХ (en la que so 
toma el valor aritmético de la raíz) para А = А'А. Puesto que 195 números са“ 
racterísticos de la matriz A'A son positivos, este valor tiene sentido, Se deter- 
mina univocamento y como polinomio respecto а Ја matriz simétrica A'A. será 
Una matriz simétrica (problemas 1148, 1151). Suponiendo que Q = 48, nos 
cercloraremos, como más arriba, que Q ез ortogonal. 

La representación A = 8,0; se obtiene de modo análogo con ayuda de la 
nlatrix AA”. La afirmación b) е demuestra de la misma manera que a), susti- 
tuyendódas formas definidas Positivas por Ins formas definidas positivas hermi- 
tanas. Ја afirmación c) se desprende de la unicidad de las representaciones, 
indicadas en a) у b). Puedo demostrarse también, reduciendo la matriz В en el 
caso 4) y Ju matriz A en el caso 2) а la forma diagonal medianto una matriz 
ortogonal (nnitarin) (véase si Problema 1505). Entonces de la afirmación 1) se 
deduce (бе тоте la unicidad de las representaciones, indicadas en a) y b). 


Parte IV. Espacios vectoriales 
y sus transformaciones lineales 


y. (0, 2, 4, 2). 
Ја = E 2020 + or za = 4af + 


= ri zi эла = Bri + — hid ти ту = rl — 34 + 
Hi Ен 


IN A 


а, lar. 


1 a аз a... (тап 
gus. о dia Заз... (—1)™ nani 
7 $C luce + 


kn йен: cu la (k + d)-ésima columna se encuentran los 
(ad, ch аус, CEA, Cf), 1, 6,0, .... 0. 

1284. и) Dos fi ambien de sitio: b) dos columnas cambian do sitio; 
e) ocurrirá nua reflexión étrica de la matriz con respecto a su centra. 

1285. No lo es, 1286. No lo es. 1287. Es. si la recta dada pasa a través 
del origen de coordenadas, en caso contrario по lo es. 1288. Es. 1289, Хо lo es. 
1210, Na lo es. 1291, Es. 1292. No lo es. 1293. Es. 

1294. Todo el espacio; los vectores, yacentes en cualquier plano que pasa 
por cl orígen de coordenadas: los vectores, yacentes en cualquier recta que pasa 
а través del origen de coordenadas y el mismo origen de coordenadas, o sea, el 
vector nulo. 

1295. Ёз incorrecto. 

1297. La baso la forman, por ejemplo, los vectores (1, 0, 0, ..., 0, D, 
0, 1.0, ..., 0,0), (0,0,1, ..., 0,0), ..., (0,0,0, ++ 1, 0). La dimen- 
sión vs igoal a a — 1, 

1298. La base la forman los siguientes vectores: si К es el número del vector 
básice, su coordenada con el número 2k — 1 es igual a la unidad y las demás se- 


rán nulas, k = 3,2, . . „| =] donde] 
2 


¡meros 


ignifica el número entero máximo 


que no supera z. La dimensión es igual a + E 
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1299. La base la forman los vectores, indicados en el problema anterior 
como vectores básicos, añadiendo otro vector más, cuyas coordenadas con пф 
moros pares son iguales a la unidad y con los impares, a cero. La dimensión es 
igual a + [5]. 

1300. La base la forman los vectores (1, 0, 4, 0,1,0, .. 2 y (0,4, 0,1,0, 
4,...). La dimensión es igual a dos. 

1301. La base Ја forman, por ejemplo, las matrices Ej; (i, j = 1,2, ..., лу, 
donde Е, es la matriz, cuyo elemento en la t-ésima fila y j-ésima columna es 
igual a 1s unidad y todos los demás elementos son nulos, La dimensión es igual 
an, 

1302. La base la forman, por ejemplo, los polinomios: 1, z, 29, 
La dimensión es igual a m 4- f. 

1303. La base la forman, por ejemplo, las matrices Py (ra; /; 1, j= 
= 4,2, , ..., n), donde Ру es la matriz, cuyos elementos jj == fj = 1, y todos 
los demás son nulos, La dimensión es igual a JED | 


an, 


1304. La base la forman, por ejemplo, las matrices Gjj (<J; 1, j 
=1,2, 1... п}, donde буу es una matriz, cuyos elementos giy = 1, ён = 


y todos los demás son nulos. La dimensión es igual а "4 


1308. La base la forman, per ejemplo, los vectores (1, O, 0, 0-0, 
(0,1,0,..., 0, —1), оа, (0,0, 0, ..., 1, — 1). La dimensión es igual а 
ni. = 

1310. La dimensión ез igual a tres. La base la forman, pof, ejemplo, los 
Vectores а, day da. d 

1311. La dimensión es igual a tres. La base la forman, por ejemplo, 109 
Vectores пу, dg, dg. 

1312. Por ejemplo, z; — zs — z4 = 0, ла + зу — 14 = 0. 

1313; Por ejemplo, 4 — ta — 25, = Ù, A — + de 0,20 ла 
== 0. 

1317. s= 3, d = 1, 1318. s= 

1319. Solución. La regla 1) se de 
2). Puesto que los nümeros zy, .. ., дур; Уп. + 


nte. Demostremos la regla 
пд Satisfaco Ја igualdad (1), 


А 
с = Y иу = У) типу. Por eso los vectores су (i == 1, 2, . ., d) pertenecen 
3 


z = 
tanto à £a, como а Ба, lo que significa que portenece también a su intersocción 
D. Sea x cualquier vector do D. Éste se expresa tanto por medio de la base de 


como también mediante la base de L}. Рог lo tanto, 2 = са) +... 
ay = Bb b; 


| E Esto Significa que Ја [ila де los números 
ал, о оу ад, бу... «+ Bros la solución del sistema de ecuaciones (1) y por ево 
so expresa linesmente por medio dol sistema fundamental de soluciones (2). 


Sean Yir...» ya los coeficientes de esta expresión, Entonces f= 
= У wn m 1, 2,..., 0, de donde 
= 


4 na de y а 
= у= 8 - па. 
= д, Byb; È (D төш) y 2 "(2 ињ) PR 


Así, pues, cualquier vector z € D se expresa Jinealmonte mediante los eetpres 
@). Por fin, el sistema (4) es linealmente independiente ya que Ја matriz de las 
coordenadas de estos vectores en la base by, . . -, бү contieno el menor (3)'d 
orden d, distinto de cero. ; 
1320. La base de la suma la forman, por ejemplo, los vectores ау, 24, 
La em de la intersección consta de un vector с = 2a, + as = b, 9 D, 
= (8, 5, 1). 


b, 
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1321. La base de la suma la forman, por ejemplo, los vectores ау, аз, ау, 5 
La base de la intersección la forman, por ejemplo, 0, = —24; + а, F ds. Y, 
= Бај — а; - 2аз. 
1322. La baso de la suma consta, por ejemplo, de los vectores аз, а. aa, бу. 
La base de la intersección se compone, por ejemplo, de los vectores сү — dy + 
+ а, + a, = b, + b, = (1, 2, 2, 1); е = га, + За, == b + da = (2. 2,2, 2. 
1328. "La proyección del vector e, sobre Ly paralelamente a Ls tiene la ési 


ра goordenada 2—1. y las demás son =1, la proyección sobre Lz, paralelamonte 
Su e is 


ад, tigne todas las coordenadas iguales а 1%. 


" 4 32...12 u 12.12 
O 1 1 12]; gaf N 0 448 
А 11242... 4 E йы 


1334. Indicación. Examinar las ecuaciones paramélricas de las rectas 2 = 
= ao + ам, 2 = b, ~ би, donde ay. ац, Dy. b, son los vectores dados. 

1335. Los vectores d, — By, ау, бү deben ser linealmente dependientes. 

1336. Las condiciones buscadas consisten en que los vectores a, y 0, son 
linealmente independientes y el vector a, — b, se expresa linealmonto a través 
de а, y by, Sia, — Dy = ар + taby, el punto de intersección sa da medianto el 
vector as — ha, == 8, + tb. 

1337. (2, —5, —1, t 4). 1338 

1339. Las condiciones necesari: en que los cuatro 
vectores а, — е, by — e, aj, by son lincalmente dependientes, y cada uno de los 
dos tríos а, — €, ay, b; y фу — €, ar, 0, es linealmente independiente. La recta 
buscada Меце la ecuación т = € + de, donde d = 4, (а, — ) + ма 
== da (б, — с) + hbi, con la particularidad de que los coclicientes A y Ла son 
distintos de cero. 

Los puntos de intersección de osta recta con las rectas dadas tionen el aspecto 


T. У 1 Ln 1 
med а уь 

1340. ле di, donde d = (6, 7, —8, — иу M,(2, 2, —3, —4), 
Ma CA, Me 5,1) 

1341. z = c + dt, donde d = (1, 1, 0, 35M, (2, 3, 2, 1), Ma (1, 2, 2, —2). 

1344. Si dos planos do un espacio iridimenslonal tienen un punto común, 
tienen tambión una recta común. Si el plano y Ја variedad linea] tridimensional 
de un озрасіо cuadridimensiona] tienen un punto común, tienen también una 
recta común. Si dos variedades lineales tridimensionales de un espacio cuadri- 
dimonsional poseen un punto común, tienen también un plano común. 

1345. Para comodidad de clasificación de diferentes casos introduzcamos dos 
tuatrices, А, la matriz, en cuyas columnas se escriben las coordenadas de los 
vectores аз, Az, ду, ba, 2, la matriz que se obtiene de A agregándole la columna 
de coordenadas del vector ay — by. Sean el rango de А = ry y el rango do 
В = r}. Puedo realizarse uno de los seis casos: 

папе Ат = 5. Los plauos no yacen en una vi 
(los planos se cruzan absolutamente). 

21 rı = га = 4, Los planos poseen un punto común, por lo tanto, yacen 
en una variedad cuadridimensional, pero по че encuentran cn una variedad tri- 
dimensional (los planos se intersecan absolutamente). 

3) ту = 3, r, = 4. Los planos no tienen ningún punto común, yacen en una 
variedad cuadridimensional, рого no se encuentran en una varicdad tridimen- 
sional (los planos se intersecan paralelamente a una recta, a saber: ambos son 
paralelos a la recta con Ја ecuación art, + ан, == bita + bata). 

4) ту = га = 3. Los planos yacen en un espacio tridimensional y se inter- 
secan por una recta. 
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edad cuadridimensional 


5) лу = 2, ra = 3. Lus planos no tienen puntos comunes, pero se hallan en 
un espacio tridimensional (los planos son paralelos). 

6) п = ra = 2. Los planos coinciden, г, > гу > 2, ya que los dos pares do 
vectores ту, аз y by, Б. son linealmente independientes. 

1347. indicación, Efectuar la demostración empleando la inducción según 
el número k, 

1348. El octaedro con los vértices en los puntos: (1, 1, —1, —1), (1, —1, 1, 
(4, 4, 1), (—1, —1, 1, 1), (—1, 1, —1, а), (1,1, 1, 24). Indica- 
ción. AI determinar las coordenadas de los vórtices tener en euenta que los vér- 
tices de la sección buscada deben ser puntos de intersección del subospacio se- 
cante con las aristas del cubo y que a lo largo do cada arísta del cubo las tres 
coordenadas son iguales a +1 y la cuarta varía desde 4-1 hasta —1. 


1349, Un tetraodro con los verticos en los puntos: (-- , - -i ý 
221), can. a 1 1). (-4 i a 1 

T) lo 6 4 (o 4.4.2), 
(—. -+. - 7). Indicación. Hallar las proyecciones de los 
vértices. 


1350. Indicación. Tomar el extremo dado de la diagonal como origen y los 
aristas que salen do éste, en calidad de ejes de las coordenadas y mostrar que las 
Variedades lineales paralelas en cuestión se definen mediante Jas ecuaciones 


zb eee + mk (emm 0 4.2... п), 


y el punto de intersección de la diagonal con la &-ésima variedad pertenecionte п 
dichas yariodados, tiene todas las coordenadas iguales a un mismo número 
k/n (km0,4, 2... л). 

1952. La forma bilineal g debe зе 


métrica, es decir, аутај (i у= 


= 1,2, ..., n) y la forma cuadrática correspondiente a Y azs 
„= 


1358. 


1359. Uno de los voctores + E НЕ: Ч 


i 
1360, Porejemplo (Fo po A 
(04,2, 2, 4), (2,3, —3, 2), (2, —1, 

013, 24, 3. 5, 4, 3) 

; 4; 5, 0, (8, 2, ) d. 5, 1. 10). 

Por ejomplo: b == 1,0, 8, = (4, 1, 0, —1). 


: ва — bra 2920, za + 2, = O 
Sea ај, as, .. ., a la base de L. Buscaremos y en forma do у = 


n 
=>) сјај Multiplicando de modo escalar esta igualdad por a; y notando quo 
= 


А 

(Ay, у) = (а, 2), obtenemos el sistema de ecuaciones Y) (ај, aj) cj ај va) 
= 

m4, 2 


+ E), el cual según el sentido de су, cz, 
solución 


7 Hallando y, suponemos que 
y = За — га, = (1, — 

-y = за — а, = (3, 1 
1872. y = (5, —5, —2, 4 


су; dobo tener uns 


21-0279 32 


1373, Indicación. Deducir la relación 
| — и = (==) — у |° | у ш ху, 


donde y es la proyección ortogonal de  — z, sobre L. 

1374, a) 5; b) 2. 

(${5*. Indicación. Pongamos 2 — zo = y + z, donde y € L, s € L*. Según 
ol problema 1978, @ = (а, 8). Sea у == Жа, У а, +. дла De da itie 
ma columna del determinante G (41, as, .. ., а, & — ту) hay que restar las 
Volimnas anteriores, multiplicadas por Ay, ^, ..., A4, respectivamente, y 
móstrar que оп lugar do (aj, а — Zo) зе obtiene un cero y en lugar de (z — “Bo 
т — 20) tendremos (т — ту, 2) = (Z, z) 

1376. Indicación. Sean uj € Pj, ug € Pa y, la proyección ortogonal de 
ал — жу sobre L. Deducir la igualdad 

Гар aal? (а — 2) — у H у + ба — а) — (и; — zl. 

1377. 3. 

1378. Solución. Tomemos ипо de los vórtices de la primera cara como origen 
de coordenadas. Supongamos que los otros vértices de la primera cara se prefijan 
mediante los vectores Zi. 2s, . . ., ту y los vérticos do la segunda cara, mediante 
los vectores 244. а: Busquemos la distancia entre las variedades linea- 
les, definidas por los vértices de ostas caras (problema 1346), Estas variedades son 


ж +... H Entr Y (та — Za) а +... + ба — En) lp + En 
La distancia buscada es igual a Ја longitud de la componente ortogonal z del 
vector Ln con respecto al subespacio L, tendido sobre los vectores zy, . . ., лу, 
Wai — Tns + + Фуа — Tn. Multiplicando la igualdad 
a.m nd a la — En) ea H o tna zy a + 


por los veetores z^, ,. Zh. Tata — Fnr - + +, епа — Pr, obtenemos las ecua- 


4. 

E 
1 1 
Venda os фер ват -4i 


1 1 
gaat 
de donde, sumando las primeras k ecuaciones y las úlimas n—k—4, es 
4 1 


fácil ballar: h=... =t Рог ею 


TTG n= та = — 
PEE o ttn itan 
n—k k41 
de dichas caras. 
Ya que la distancia entre las variedades, definidas por los vértices de las 
caras dadas, según lo demostrado, cs igual a la distancia entre los centros de 
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. De aquí se ve que 2 une los centros 


estas caras esta misma será la distancia entre dichas caras. Elevando al cuadrado 
la expresión para 2 y luego extrayendo la raíz, hallamos 
[ES 
па 
1379. Indicaeión. Hallar а. de ta condición (2 — ae, e) = 0. Al demostrar 


la unicidad de ambos miembros de la igualad 2,-e + z, = age + г, multipli- 
саг de modo escalar por e. 


„1380. Indicación. Examinar el cuadrado escalar del vector у = 2 — 


— Y ое, donde а, = (z, ej) y aplicar las propiedades с) y d) del problema an- 
E 


terior, 

1381. Indicación. El primer procedimiento: examinar wn cuadrado escalar 
Fr 19,3 ¿E tj) como un trinomio de segundo grado no negativo con respecto a 
1. El segundo procedimiento: para y е 0 representar а como т == cy + z, dondo 
l4 2) =з 0, mostrar que (z, z) 22 а? (y, y) con la particularidad de que cl signo 
de igualdad tiene lugar si, y sólo sl, 2 = ay, y aclarar que 

ба, y}? = а? (у, у) (у, y) < (2, 2) (у, y) 

El tercer procedimiento: emplear la desigualdad del problema 503 a las courde= 
nadas de los vectores æ c y eu una base ortonormal. 

1382. Indicación. Primer_proc to: examinar el cuadrado escalar 
(в + ty, а + ty), donde £ «3 (z, y), como un trinomio de segundo grade no 
negativo con respecto a s (s es real). El segundo procedumient$^ para y = 0 
poner 2 = «y + 2, dondo о es un número complejo y (у, 2) = 0, mostrar que 
(ж, æ) > ай (у, y), con la particularidad de que el signo do igualdad tiene lugar 
cuando, y sólo cuando, 2 == «y, y aclarar que 


(æ, y) (у, 2) = da (у, y) (у. у) < (ж. mrs y) 
Tercer procedimiento: aplicar la desigualdad del problema 305 а las coordenadas. 
de los vectores z е y en una baso ortonormal. 
М 


n | 
зв. (| уд ска) de Ê< | rs | скора. 


à 
1385. AB = ВС = АС = 
1386. АВ = 5; ВС = 10; АС = БУ 3; 
1389. Indicación, Si las aristas se dan m. 

examinar la expresión | а + а; +... + an 
1390. Indicación, Examinar la expresión | 
1393. Para n impar no hay diagonal 

buscada оз igual a 


тато. 
lím ay 1-9 


a-e 


Jim qni Ф007. 
1390. R Paran=1,2,3R<a раал= 4 П. 
п> 4 k>a. 

1398. Indicación. Mostrar que el origen de coordenadas puede unirse cón 
otros vértices cualesquiera mediante un eslabón де aristas y hacer uso del pro- 
blema anterior. 

1399, Utilizar el problema 1379. 


PS руга 


ane 323 


an __ Фу iyi a 
«cos (z, y E D HIE созар) 
AA ACT 
теи Taiyi мүт көне [HB 
signo de igualdad puede tener lugar cuando, у sólo cuando, cos (y, y') = 1, es 
denle, según el problemn АЗУУ Cua ин и 


ч. эге cos | E 


1400, Solu 


Ж. 1602, 60". 1403, 30. 
1405,jare cos Æ, Indicación. Sea а un vector de Ay on Ay (Ld, 2, 3, 4. 

Examinar dos vectores а, asta у аи Бай 

coseno del ; 


D 
d 


єз + + э, € Son nulos. à 
1408. Indicación. Poniendo (22 — 3)А == uj (z), comprobar que uf) (4-1) = 

+! 
= 0 para f < + o integrando por partes | uj) (2) 2 dz varias voces, hasta que 


desaparezca el factor tipo 2“ bajo el signo de la integral, mostrar que esta 


integral es nula рага) = 0, 1, . . .. k — 1. Deducir de ahí la igualdad necesaria: 
+ 
į Pj (2) Ру (z) dz —0 para у k. 
= 


1409. фос 1, Ру (а) z, Р, (a) = EX = 0). Pa (n + (52? — За), 


А 
А РҮ ЧЕЗ 
СР d gr = 


Ра (0) -р (Sr 3st 43g Py ©, 
Ы 1.3.5 (2j —1) 

= 20-0 = Sm 222-8, con 1а particularidad de que en 
ји 


estas expresiones es necesario omitir todos los sumandos con el exponente nega 
tivo de la potencia de z. 


vato. y ac Solución. Pongamos (s*— (ји ==иј (s) y caleulomos el 


cuadrado escalas de (Ру, Pg). Integrando por partes, hallamos 
+ m 


| баа arm | uit eode rn о. 
3 A 
~“ : 


+ 
. =(– 1» || ик (=) 2? (x) dz == (2k) | (1—2)k (1 4-2) oz 


А 3 
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Integrando de nuevo por partes, encontramos 


m MES 
j аанча | у зу аа. 
= л 
"m 
n (aya дакы 


Mor A и 


de donde 
1 куз _ 2 
Po CD! GORGE FT 


1411. P4 (1)=1. Indicación. Aplicar la regla de Leibniz do la diferen- 
А 
ciación del producto а ја expresión РА [n =M. 


e a Р 
1412, Ру (2) = Са (=), donde Су= Tun m. n puso, caeca 
es el coeficiente mayor del атам Ру (2) (k == 0, 1, 2, ..., п). Indicación. 
аг los зеп 4407, 1408, 1400. 

1414. Indicación. Suponiendo que z^ = [r^ — f (2)] + f. 2, mostrar que 
el mínimo se alcanza cuando, y sólo cuando, f (z) es una compoñénte ortogonal 
para z" con respecto al subespacio de los polinomios de grado <n — 1 (proble- 
ma 1373) y emplear los problemos 1410, 1412 y 1413. 

1415. g (aj, a) es igual al cuadrado del área del paralelogramo, construido 
sobre los vectores ау, as; E (а, as, аз) es igual al cuadrado del volumen del 
paralelepípedo. construido sobre los vectores dj. da. аз. 

1416. Indicación. Examinarelsistema de ecuaciones lineales homogéneo 
con el determinante (m аы... а). 

1417. Indicación. Buscar la base recíproca partiendo de las relaciones 


A 
= У) сте — (94,2, .... n). 
7 


1418. а) Т = (ч: b) Т = (S or En еме enso el rasgo significa la trans- 
posición, y la raya, Ја sustitución do los elementos por los conjugados complejos. 
1419. Indicación, Primer procedimiento: mostrar que el determinante'de 
Gram g (а, .. . , ax) es igual al cuadrado del módulo del determinante cóm- 
puesto por las coordenadas de los vectores ay, ..., a} en cualquier base orto- 

normal de un subespacio k-dimensional que contiene estos vectores. 
undo procedimiento: mostrar que una forma cuadrática no negativa 


(aa + аул, аут) +... + аут) CON respecto а zy, . . ., лу es defi- 
Bida positiva cuando, y sólo cuando, los vectores ay, . » ., а Son linealmente 
Pendientes, 


inde 

"етсе procedimiento: utilizando la constancia dol determinante de Gram 
para la ortogonalización de los vectores (problema 1415), mostrarque si los, 
Veteres Di, u da, so obtienen de а, - - ау mediante la ortogofalización, 
ga, 10, 12... | 1, y aplicar el problema 1413, d 


1421. 


Indicación. Prii rocedimiento: observando que 
Ch» Y га + rimer procedimiento: observando qı 
ја distancia buscada ез igual a la longitud de la componente ortogonal di 
dor — 2" соп respecto el subespacio de los polinomios de grado que no supera a 
п — 1, emplear el problema anterior y cl 448, 


325 


Segundo procedimiento (по as usa el problema 418): la distancia buscada 
la da el mínimo de la integral j (7 0902 dz, donde / (2) es un polinomio de 


E 
p-ésimo grado con el coeficiente mayor igual а la unidad. Esto permite variando 
los límitos de integración, reducir el problema a la correspondiente propiedad 
extrema] dol polinomio de Legendro (problema 1414). 

1422. Indicación. Emplear los problemas 1413 y 1415. 


1423. | 03] < [] $) тагу |", con la particularidad de que el signo de 
eva 


à 
igualdad tiene lugar si, y sólo si, bien У) одају = Обе /;1,] =1,2,.... п), 


= 
о bien el determinante D contiene una fila nula. 
1424. Indicación. En el espacio vectorial Я, introducir el producto escalar 


(@ у) = Y ааш, dondez, ... Tn 6y, + « + уң Son las coordenadas de 
d, је 


ze 


Tos vectores ер - 


"cá 


eorr + 
ms P cs Вр = (фа... Теба... d diit 
«als пете... demo 


= g (0, .. - CFI b), 
lo que demuestra la desigualdad (1). Partiendo de la condición (2), 14, | = 
= Те | (= 1,2... a desigualdad (1) se convierte en cero. Si aq, . 

+ ау, б bi, 2.2, b son linealmente indepoadientes, el segundo miembro de 


ја desigualdad (i) $e anula, y puesto que el primer miembro no es negativo, de 
nuevo obtenemos la igualdad, 


Supongamos que, al contrario, la desigualdad (1) so convierte en igualdad. 


Entonces, según lo dicho anteriormente, | с 12. -. ey Ed, |... | di |? = 
=| e3... су 13] ent... Те P. de donde о bien existo ¿ < k tal que 
| e, = 0% es decit, aj, . ... ау són linealmente dependientes, o bien existe 
t < l taù que | d | = | e; | = 0, о sea, Bj. ..., by son linealmente dependien- 
des, о bien | dy | = Lej | @ = f, 2, . . .; 8), do dondo se desprende que todos 
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los е, y рог lo tanto, todos los Б, (como también sus combinaciones lineales) 
son ortogonales а аз, ‚ ад, es decir, se cumple la condición 

1430. Indicación. Emplear el problema anterior. 

1431. Indicación. Emplear los problemas 1425 y 1429. 

1432. Indicación. Emplear los problemas 1426 y 1429. 

1433. Solución. а) Supongamos que los números del sistema (1) son distan- 
cias de todos los pares posibles de los vértices Mo. , M, de un símplico 
n-dimensional, con la particularidad de que 


ag = {Му ј = 1,2, о >) [7 
Designemos por e; el vector que va de My a M, ( = 1,2, +... л). Enton- 
cos tenemos 
amen e) (m1, 2, mm 
ар (e ep е ej) (imi 2. mtm (3) 


Partiende de estas igualdades, hallamos los productos escalares de los vec- 
tores e 


^ Sy 
(en ed=ap  ((=4,2,-... л) 


(ey, ejm ttt (jai, 2,0, m >). © 


Utilizando estas relacionés, escribamos la matriz de Gram jle los vectores 


n У 
аә з Ano 81977 Ghi 


n 37 Apo аль 
2 


ае . 


(5) 


Puosto quo los puntos Mo, My. М, no yacen en una variedad (n — 1)-di- 
mensional, los vectores ej, €s, .. -, ер son linealmente independientes. Desig- 
nando por D, el menor angular de orden & de la matriz (5) y utilizando el pro- 
bloma 1419, obtenemos 


ру>офећ 2... m. e 


Así, pues, las condiciones (б) son necesarías para que los números dol siste- 
ma (1) sean las distancias de los vértices de un símplice n-dimonsional. Mostre- 
mos que estas condiciones son suficientes. A] cumplirso las condiciones (6) la 
matriz (5) es una motriz do Gram do un sistema lincalmente independiente do 
Vectores е, «а: En (véase ol probloma 1352 ó 1210, €). Por eso las igualdades 
@ son correctas, de se desprenden las igualdades (3). Tomando el origon 

le coordenadas por Ma, y el extremo del vector ey por M, (i == 1,2, ..., л), 
obtenemos la ejecución de las igualdades (2), lo que se roquería. y 

En el caso b) la condición necesaria y suficionte es el carácter үлү = ativo 
de todos los monores principales (у no sólo do los angulares) de la matriz (5). 
La necesidad se demuestra de la misma manera que en el caso a), pero son 
diferencia de que los vectores ej, . . ., en pueden ser linealmente dependientes. 
La suficiencia so demuestra con ayuda del problema 1425 6 1210, d). 

1434. (ses = 

sena cosa)" 
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TL 


y si ез so convierte on ey. 


010 


1436. (: 10) 1437. n 1438, Г 
000 


1439; Los primeros k elementos de la diagonal principal de la matriz do 
trausformación son iguales a la unidad y todos los domás, son nulos. 

1440. En la ¿-ésima columna de la matriz de transformación se encuentran 
Jas coordenadas del vector b; en la base а, 


о 14 
1461. Фф es lineal, (2 0 1). 
3—11 


Ы, 


1442. p по os lineal. 
1443. 9 по os lineal. 


1-11 
1444. Q өз lineal, ^-(? 0 н). 
о 10 


1445. / 2—11 6 =6 н 5 
(i EH —12 13 в). 


2 —10 6-5-5 
123 
у448. En la bue eren ез la matriz (i о) , еп la base b, Dz, by 
36 
Y 25 
ра 9 = 48 
la matriz 164 
$ qa 
- 6 
2»00 
1449. a) al multiplicar а ln izquierda (et) b) al multiplicar a 
00cd 
абсо 
> бабе 
la derecha ( 020 
0208 
1450. а) (0100... 
0020... 
0008... 
0000 
0000 


1451. En la matriz se permutarán las filas i-ésima у j-ésima y las columnas 
i-ésima y j-ésima. 


1 021 b (—-2 0 1 0 

2 851]. 1—4 —8—7 

ЕН! [1 4 6 A 
123 


va 1 3 4 7 
1453, / 100 1454. 1 202 
(920). (i-i —2 |. 
003 2-3 1 
44 44 109 93 
1457. (ys eS). 1458. (099). ме. ne. 


1464. Indicución. Emplear ol problema anterior y la definición de función: 
con respecto a la matriz (problema 1148) 

1465. ЗА = Ag = а = —1. Los vectores propios tienen el siguiente nspeeto- 
e (t, 1, —4), donde c s 0. 

1466, Ay == ha = 7, = 2. Los vectores propios tienen la forma e, (1, 2, 0) + 
+ « (0, 0, 1), donde су y es no toman simultáneamente el valor 0. 

1467. A, = f, Ay = ћу = 0. Los vectores propios para el valor de 1 tienen 
ја forma c (i 4, 1) y para 2 = 0, la forma es e (1, S, 3); donde c о 

1468. Ay = Ay = A, = 1. Los vectores propios tienen la forma c (3, 1, 4), 
donde c 5 б. 


1469. A, = 3, X, == A, —— 1. Los vectores propios para % == 3 tienen la 
forma e (i, 3, 2) y рага % = —1, la forma e (L, 2, 4), donde e J0. 

1470. 2, = A, = d. ha == —1. Los vectores propios para А == 1 tienen Ја. 
forma су (2, 1. 0) + са (1, 0, —1) y para = —1 la forma es e (8, 5, 6), dondo су 
y са no son simultáneamente nulos y c = 0. 

1471. dy = 1, Ag = 2 + 31, Уу = 2 — 3i. Los ¡estores propios рога À = 1 
tienen la forma c (1, 2, 1), para Ў, = 2 + 37, la forma e (8 — 31. 5 — 3i, 4), 
рага A == 2 — 3i, la forma es c (3 + 3i, 5 + 3, 4). 


1472. 4 = da == A, = 0, Los vectores propios para. A == 1 tionon 
la forma с 0, 0, Ô, 1) y para X == 0), la forma су (0, 1, 0, 0) + са (0. €, 4, 0), 
donde с з 0 y су у с; по son simultáneamente mulos. 

1478. A, == A, == 0. Los vectores propios рага À = 1 tienen: 


= 7, 
In forma e, (1, 0, 1, 0) + ĉa (0,0, 0, 4) у para A == 0, la forna сү (0, 1, 0, 0) F 
+ ca, (070. 1,0) dondo Jos mümeios су y ca по son simultáneamente nulos 
1474, `3, = 3. Los vectores propios tienen la forma ej (1, 1, —1, 0) + 
+ ca, (1, 1, 0, 1). donde с, су по son simultáneamente iguales à coro. 
1477. Indicación. Emplear los problemas 820 y 1476. 


«- 14 0 [100 
1479. as=(1,1, 0), (522). 

аз=(1, 0, —3, 0002 
1480. La matriz no se reduce a la forma diagonal. 


1481. а, f, 0, 
a=(t, 0 1, 
a=(1, 0 0 
a=(1, —1, —1, 

1483, а ( 1, 0,0, 1 
же йч (; 
a-( 0 —11,0, |0 
а,=(—1. 0010, То 
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1484. Por ejemplo, 


0 —1 
= 0 

T- ү + 
1.0 
0, Y 


«donde por la segunda diagonal los elementos por encima de la diagonal princi- 

al sgn iguales а — 1. y por debajo de ella, -+1: para п impar en la intersección 
Че loSviazonales puedo haber tanto -L1, como — L. La тїз diagonal В tiene 
en la dione! principal por encima n/2 para n par y (n + 1)/2 para n impar cle 
mentos iguales a + 1, y los demás eli mentos son iguales а — 1. 

Indicatión. Examinar Ја transformación lineal y de wn espacio n.dimensio. 
nal que tiene la matriz А on cierta base, hallar la hase que cousta de vectores 
propios 48 esta transformación y aplicar el problema 1477. 

1486. Dos-elementos cualesquiera од y ап л, que están a distancias igua- 
los de los extremos de la diagonal secundaria, deben ser los dos distintos de cero 
o bien los dos зе anulan. 

Indicación, Examinar nna transformación lineal q de un espacio a-dimensio- 
nal que corsespondo a la matriz A on ciorta base y aplicar los problemas 4147, 

1487. El único valor proplo es А = 0; los vectores propios son polinomios 
de grado cero. 

1491. Solución. Primero demostremos la igualdad 


dim, Z = dim. qL + dim. Lo, (0 
donde Lo es la intersección do £ con el núcleo q-10 de la transformación q. Рата 
ello la ју а, . ay del subespacio La la completamos con los vectores 


la baso de L (para = 0 faltan los vectores ај, y para 
A b ip ere ghi forman la eie ob. 


аа +2 Веру = 


En efecto, si y € pL, у = фт, donde z € L. Si x = 

$^ B * 

= фа = Bb), ya que qa, = 0({ = 1,2, ..., k). Los vectores qb, Gör. . 
С 


" 1 
b, sor lincalmente independientes, puesto que де У) Вир}, = 0 se des- 
= 


1 t А 

¡prendo que У) Bb; € Lo, de donde >) Вир, = Y) ajaj, y рог lo tanto fj = 0 
í £ = 

(=i 2, 


+ De 
Así, pues, dim. L = L-- k = dim. pL + dim. Lo. 
a) Partiendo de (1), en virtud de Z, c q^, hallamos 


dim, L = dim. q4 + dim. Lẹ < dim. qL + del. Ф; 
dim. 2 — def. q < dim. q£. 
Prosiguiondo, dim. pL = dim. L — dim. Lẹ < dim. L. 
b) Poniendo ф-, = L'. Ya que 0 EL, Фарс фар = L y L' go 
= 10. Usando (f) con la sustitución de £ por Z’, obtenemos 
dim. L' = dim. qL' + dif. q. a 
"Reto que el cL. dim Фр < dim. Z y según (ај, dim. I ж dim L t 
+ def. 4, con lo que queda demostrada la segunda do las designaldades do b). 
Mostremos que qL' = L N ФА, 
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Puesto quo ФЕ' E L y 9H саћу, GL c L N ghin. Sim EL liy ж = 
= qz", donde а' € qL = L’, o sea, ж € qL'. De aquí L fi gR, С 417. 

Ya que la dim. (£ + 9t,) < n. utilizando la relación de las dimensiones 
de la suma y la intorsección de los subespacios (problema 1316), obtonomos 


dim. 42* = dim. (LN ФН„) = dim. L + dim. ФА, — dim. (L + ФА) > 
> dim. L + dim. ФА, — n = dim. L — def. p. 


De aquí, en virtud de (2), hallamos 

dim. L' = dim. L’ + del. y > (dim. L — def, q) + def. ф = dim. L, 
con lo que queda demostrada la primora de las desigualdades de b 

1492. Indicación. Examinar las transformaciones р y y: del espacio R con 
lus matrices А y B y aplicar el problema anterior al subespacio £ = уН, 

1494, El único valor propio A = 1. Los vectores propios tionen ol Aspecto 
€ (а + 2а) + & (a, + а, + За), donde су, с, no son simultáncamente igua- 

les a cero. 

1495. Indicación. Examinar la matriz de la transformación q en la base, 
cuyos primeros vectores son los vectores propios, linealmente independientes q, 
pgñtenecientes a Ay. El otro camino ostá relacionado con la aplicación del pro: 

lema 1074, 
(501, El subespacio nulo y ol subespacio Za compuestos por todos los poli- 


eoa 
rán invariantes los siguientes subespacios: el subespacio nulo y 
cualquier subespacio tendido sobra tpalquier subsistema de vectores de la baso 
su cantidad" igual a 2л. „\ 

tilizando los problemas 1495 y 1502. mostrar que cualquier 
subespacio invariante no nulo Z tiene una base que es en sí un Subsistema de 
Vectoros ay. аз, sss ар. 

1504. Una recia con el vector básico a, = (2, 2, —1). cualquior recta dol 
plano Z con los vectores básicos a, = (1, 1, 0) y ds = (1, 0, —1), es decir, los 
planos vı — т + ху = 0, este mismo plano L, cual quier plano que pasa a tra» 
vés del vector'a, todo el espacio y el subespacio nulo. 

1505. La recta con el vector básico (1, —2, 1), el plano con los vectores bá- 
sicos (1, 1, 1) y (4. 2, 3), es decir, el plano con la ecuación 2, — 22, + z3 == 0, 
todo el espacio у ol subespacio nulo. 

dad, 5, . Los subespacios radicales constan do los vectores 
y ч 1: e (1, 1,4; para hea = O: су (1,4, 0) + ea (1, 0, —3). 
1510. A, = 3, а = —1 Гоз subespacios radicales se componen de los 
vectores para A, = 336 (1, 2, 2); рага Aa = —1: су (4, 1, 0) + су, (1, ©. —1). 
1511. Жаз = —1. Todo el espacio es un subespacio radical. 
1512. Mie = 2, has, = 0. Los subespacios radicales constan de vectores: 


para Ма 2: « (1, 0, 1, 0) + с, (1, 0, 0, 1); 
рага Ма = 0: e (1, 0, 0, 0) + c, (0, 4. 0, 1). 


1515. а) Cualquier número c es valor propio. Los vectores propios, corres 
pondientes a éste, tienen la forma ce?*, donde c = 0; 

b) el subespacio radical, correspondiente al número с, consta de todas las 
Tunciones tipo (ag - az... + anz") 252, donde ap. ар, .. ay son 
cualesquiera números y n es cualquier número по negativo entro. 

1517. Si el polinomio mínimo е 0) = АА — сд — cp ¡Jn 

+= ex, la matriz de la transformación q tiene la forma 
000... 0e; 
100...0c 
010...0 с. 


рага 


000... t cn 
ЕД 


. La célula de Jordan 


1520. Para п = 2 el giro del plano en wn ángulo 4 зе ka no posee rectas 
invarinntes. El subespacio Z contiene una recta de puntos inmóviles cuando, y 
sólo cuahdo, la transformación q, inducida рог l transformación q sobre L, 
posee su propio valor, igual a la unidad. 

1523. Indicación. Al demostrar la afirmación a), utilizar la igualdad 1 = 
= Ju (0) шз (A) + ha 0) и 0), dondo и, (A) y us (2) són polinomios con respecto 
a А) sq dodnce de а). 

1524. g (у= 0 — 19 0 — 2D. Н, = + La, donde L, tiene una buse 

er, Ја = е, — ез, y La tiene la base Ја == es. 
Indicación. Al buscar g QJ, wtilizar el problema 1485. 

1828. e 0) = 0 2) — 0) Ma = La + Za, dondo La tiene. por ejem 
plo, una base iguala = ei ++ es. fa = ез — е, Y Las la baso 2e, — dez — без. 

1520. е 0) = ix — (а, ak Ra = La + Le, donde La está tendido sobre 
el vector а у b, está formado por tódos los vectores, ortogonales а а. 

1527. Si A, es el valor propio de q, la forma de Jordan consta de una célula 
de orden n con ^, en la diagonal. rn 


1520. Solución. A) Pongamos /(%)= Ý 
—М)! 


polinomios f; (А) son primos entre sí. Esto significa que existen polinomios 


(t1, 2, ...1 8). Los 


hi (A) (m1, 2, ..., з) tales que 1= У) fi (>) hi (А), de donde para cualquier 
i=l 


уесто 


+ а= Уж [m 
а : 
donde z, =, (9)-h, (P) 2 € Р, puesto que (p — Ав) la, = (P) hi (Ф) 2 = 0 
мп el ооо de Hemilton "бау, on чт del cuál y (ei ce (9 
La unicidad del desarrollo de (1) es suficiente demostrarla para 2 = 0. 


Empleando para ambos miembros do la igualdad У} æ; = 0 la transformación 


a 
Ji (9), obtenemos f, (Ф) тү == 0, ya que f, (9) z, = 0 para y > i. Prosiguiendo, 
УФ) 0. — Ap”! son primos entre sí. Por lo tanto existen polinomios p (A) y 
90) tales que 

1p 080) +90) 6 — MY, 
de donde 


ж == p) fi (D ж + (р) (9 — Ме) ај = 0. 


Esto demuestra que el espacio Jt, es una suma directa do los subospacios 
P, (1,2, . . ., s), y Ја construcción de la base buscada ве reduce al caso B) 
Еп el caso de un polinomio mínimo, los razonamientos son análogos (véase cl 
problema 1523). 

B) Es suficiente demostrar que dicha construcción es posible para cada 
paso (es decir, los vectores, quo so completan hasta la base de Из. son linealmen- 
lo independientes) y que los vectores de todas las series construidas forman una 
base del espacio Н. Por lo visto a cada serio en la matriz de la transformación y» 
le corresponde una célula do Jordan con cero, y en la matriz de la transforma- 
ción q = Aye + y le corresponde Ja célula con Ay en la diagonal. 
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La posibilidad de construir a cada paso se demuestra de modo inductivo 


para h = k, k — 4, . . ~ 4. Para В = k los vectores de cualquier base de Ry д 
Junto con los, vectores de altura & que comienzan la sorie del primer paso, según 
[а construeción, forman la baso de Йу. Supongamos quo ya están construidas las 


series con vectores iniciales de altura = + 1, con la particularidad de que to- 

dos los vectores de altura A + 1 de las series construidas тү, . . жр junto con 

los vectores уз, .. ., уш do cualquier base de Ma forman una base Че Ик. 

Mostremos que los vectotes do altura A: ўы, Ap de fas serios construidas 
son 


junto con cualquier buse 21, lidealmente independiontes. 
Sea 


P eu У ари, 2 


Aplicando a ambos miembros de esta igualdad la transformación q^-!, 
obtenemos ^ Ў eje 0. Por сво el vector S сүгү pertenece а Ra y зе 
= 


expresa linealmente mediante su base yı, . . ., gg. De la independencia lineal 
de los vectores з; жр, Yi: «4 Ya (como 13 baso de Йу) se desprende 
que ср = 0 (i др Bor lo ипо do la igualdad (2) se deduce que 
d,— 0 — 1, 2, ..., 9; ello demuestra que los vectores de altura Л de las 
sèries construidas anteriormento junto con los vectores de cualquier baso de 
Кра pueden comploturse hasta la baso de Ry. Tomando los vectores complemen- 
tarios (si éstos existen) como, vectores iniciales de las nuevas series, hallamos 
que la suposición hecha anteriormente para Йу, se cumple ајрга para Hj. y 
la construcción puede proseguirse ; 

Supongamos que la construción señalada sooectía para A = k, k — Lo . 

‚+, 1 (on realidad, la baso de todo el espacio puede obtenorse antes de llegar 
ай гв 0). Puesto que Rọ no tiono base, los vectoros de altura 1 de las scrieb cons- 
truidas torman, según lo demostrado, una baso para Му; en ese caso estos vecto- 
res a la par соп los vectores de altura 2 do las sories construidas forman la baso 
de Ra, elc. Por fin, los vectores de altura <k — í de las series construidas a la 
par соп los vectores de altura # de ostas serios forman la baso de Лу. En otras 
palabras, los vectores de todas las sorles construidas forman la base de todo ol 
espacio. 

C) Sea C = Ај — МЕ. Ya que las matrices B^ y C^ son somejuntes, el 
zango de lu matriz Gh os igual a rà (h = Ol R k F A) A cada célula do 
Jordan de la matriz Ау con À, en la riz C lo corrospondo una 
cólula del mismo ordon con cero en la diagonal. Si D es somojante célula de or- 
den p, el rango de la célula D^ para ћ == 0, 1,2, . .., p es igual a p — A, y para 
hm pup + 1, s. ss ЊЕ + 1 сз igual a coro, A la célula con Àj 9 A, de la ma- 
triz A y le corresponde on la matriz С la célula con el número Ay — %y % 0 on la 
diagonal, El rango do su grado cualquiera es igual a su orden, El Tango de la 
matriz СА es igual a la suma de los rangos de sus células. Por eso al convertirse la 
matriz Cat еп la matriz С®, cl rango disminuye precisamente en la cantidad de 
células de la matriz C con cero en Ја diagonal quo tienen órdenes >h, Do aquí 


М 
У зри тући 2... Ko @) 
= 


Al restar do aquí una igualdad semejante, sustituyondo à pde A + 4 (para 

h < k), obtenemos las relaciones (a) p h1,2,... 

células do órdenes superiores a k con 4, en la diagonal Ај ostán 

ausontes, ry = гуу, У para % == k la relación (3) nos да: xy = 7. — Yh = 

= rra — 2 + а за, es decir, la relación (а) es válida tambión para h c k. 
1530. f,=(1, 4, 3), (5 1 5) 


f:=(1,0, 0, A= 
»=@, 0, 15 
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1531. fi (4, —3, 
(1, 0 


9, 
fa (4, 0, 

1532, fi (6, 6, —8), 
h-6 1 

13= (2, 1 

1983. fi (8, 1, 1), 
fi, 0, 0), 
1з= (5. 0, 05 
=(1, 1,41, 14 
"fe (—1, 0, о, 0), 01 
fs 0, 1,0, 0), оо 
Ла 0, 0, —1, бу; оо 


1535. ў 0-1, —1, —t, 0), / 
=(2 4, 0, 0), С 
fo-0 9, at 


dá. 


=, 0, 0, —ђ, 
di. 6,7, 1, 
1536. Para n par: 
ћеш ја тезу fomes ef mens Ту mên en 
т үн 
La matriz Ay consta de dos células de Jordan de orden п/2 con el cero en 
la diagonal prinçipal. Para n impar: 


Pymes fimt Јуте 


en o о ~ 


cSon=anoo 
=о со 


Тае 


по Рафа еп f ngi ta 


Ж” а“ 


La matriz А зо compone de dos células de Jordan do órdenes (а 4- 1)/2 y 
(a — 1)/2 cdit el coro en lo diagonal principal., 
97. q es la reflexión del espacio t, en ciérto subespacio Ly paralelamon- 
te a un subespacio complemontario L;. En otras palabras, Й, es uma suma directa 
de L y Ls, con la particularidad de que qu = z si z € L y ye = —z 512 € Ly. 

Indicación. Primer procedimiento: tomar los conjuntos de todos los z para 
los cuales фт = z y ф = —z, en calidad de L, y La, respectivamente, y poner 


1 $ 
«= (2402) у (292). 


r la base en la cual la matriz Аф tiene la 


Segundo procedimiento: exau 
Jorma de Jordan. 

1538. q us la proyección del espacio Hn sobre cierto subespacio Z, paralelo 
a un subespacio complementario La. En otras palabras, Н, es una suma directa 
de L, у Ба, con la particularidad de que qx = æ six € Ly y фт = 0 si z € Ly. 

Indicación. Primer procedimiento: tomar los conjuntos de todos los z, para 
los cuales qu = æ y фаг <= 0, on calidad de Lj y Le, zespectivamonte, y poner 
e e : А 

gundo procedimiento: examinar la base, en la cual la matriz Aq tiene la 

forma de Joi 

1539. a) Para la base ej. es, е, la transformación q se determina do este 
manera; 


че, = ер фе, = са, фе, = 0; 


334 


b) qe, = ер, qe; = — ei. фе = 0 (en caso de una base ortonormal q será 
qna proyección Sobre el plano es, е, unida соп el giro до csto plano en un ángulo- 
е л/2). 


и. уз 6 1542. / — 35 —37 —15 
(а -3)- ( 30 3 ч). 
?» п 9 
1543. уа —2 2 
€ ~ 1). 
4 R4 


1544. фе es la proyección sobre la bisectriz de los cuadrantes segundo у 
cuarto paralelamente al eje Oy. 

1545. Indicación. Mostrar que si z € Lt y u € Lf, бума = 0, q*u = и. 

1547. Indicación. Mostrar que el complemento ortogonal al subespacio 
unidimensional, invariante a la transformación conjugada фе, es invariante 
con respecto а q. 

4548. Indicación Utilizando el problema anterior, construir un eslabón: 
de subespacios Ry > у 2... = da, donde Ly es un subespacio k-dimensio= 

nvaciante а q, y aplicar el problema 1355. 


nal, 
1549. Эг, — 35, + 2, == 0. 
1553. Indicación. Examinar јаз igualdades 
(ei 1) = (i 9*1) 61m 1,2, 2. ап). 
1554. Indicación. Pasar <a una base ortonormal. 
1555. 128 313 45i 1556. “ts 3 
“-( во u7 ч). ле 829 9), 
61 —197 —245 3 6 07 
1557. 23 —1 1558. 0 —4 4 
а (s 2 24]. мо б == з). 
34 0) -T 28 
1562. Por ejomplo, la transformación ф que convierte el vector а = 
= (а, sa - > т), dado mediante las coordenadas en una base ortonormal, 


en ün vector Pa = (Li |, ху, > > ++ ть), conserva los cuadrados escalares, pero 
no de modo lineal. 
Indicación. Рога demostrar la afirmación sobre la linealidad de q mostrar 


(ф (22 + by) — афт — big. q (uz + by) — aqu — by) = 0. 
1563. a) VA- = A'U; b) VÍA = A'U. 
а 


1566. Indicación. Mostrar que existe un vector zj = л — У) cuz, (puedo 
= 
ser igual а cero), para ol cual (zj, т) = O (== 1,2, +... k — 1) y que supo- 
ren 
niendo que y4 = Ya — У) оруу, Obtenemos los sistemas de vectores ау, ... 
= 


ПИРА las matrices do Gram iguales y emplear el 


método de la indi 
1567. Indicación. 


1569. Solución. 
17 141=4 ч 
b) Sean qz, = Azi, qz; = Јава, 4 зе hg. Entonces (21, 22) == (421. фа) = 
=_М (г, =), de donde, multiplicando por А y tomando en consideración que 
Mhe = 1, encontraremos que 2; (z,, 27) = X (Z1, ту) y por lo tanto (дү. 2) = 0. 
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problema 1499, 
pz = hz, (qz, de) = ХА (z, =) = (2, 2), de donde 


c) Sean X e Y las columnas de las coordenadas de æ e y. Pasando а las coor- 
«lenadas en la igualdad ọ {£ + yi) = (a + Bi) (2 + уд, obtenemos AX + 
+ AYi = (aX — ВУ) + (BX + XY) 1, de donde, igualando los miembros roa- 
les e imaginarios, hallamos АХ = ах — ВУ; AY = PX + aY, lo que de- 
muestra las igualdades (1). Multiplicando término por término la primora de las 
igualdades (0 por sí mismo y aplicando la relación a? + Ра = 1, obtenemos 
фа, qa) = (2, ж) = (a? + BÈ) | z |? = a? | æ |? + Ре] у I — zap (=, y). Mul- 
tipljeando las igualdades (1), hallamos 


(qa, фу) = (2, y) = (02 + В) (z, y) = 28 (12 12—10 1) + 
+ (02 — B?) (o, у), 


De'esta manera, para las magnitudes | æ |* — | y |? y (г, y) después do re- 
ducir por В, obtenemos el sistema de ecuaciones 


Ва 12—10 19) +2 (2, у) = 6) а (12 |2 y l) — 2B (0, y = 0, 
puesto que el determinante del sistoma es distinto do cero, 
| — iy = 0 y (2, y)=0. 


dy Si q tiene un valor propio real, existo un subespacio invariante unidi= 
mensional. En caso contrario pasamos al espacio unitario. A saber, tomamos en 
wn espacio unitario Ra unn base ortonormal ey, . . vertene- 
«cientes a It; que tienen on esta base coordonadas reales, forman u о euclí- 
deo ft, encajado en На. En la base ез, .. .. €n la transformación q tiene una 
matriz ortogonal real A. Esta matriz en dicha baso defino la transformación 
unitaria qr eoincidente con q en R, La transformación ф' tiene el valor propio 
a + fii, donde ф s 0. Si æ + yi es un vector propio, correspondiente a ésta, y 
-æ, y son vectores con coordenadas reales, se cumplen las igualdades (1). Esto 
significa que el subespacio dol espacio R, tendido sobre Jos vectores 2 е y, es 
invariante cop respecto a q. 

1570. a) Para cualquier matriz unitaria А existe una matriz unitaria Q tal 
due la matriz B = (40 es diagonal con los elementos de la diagonal iguales a 
la unidad según el módulo. 

b) El espacio Н, es una suma directa de los subespacios unidimonsionales y 
bidimensjonales ortogonales de dos en dos e invariantes con respecto a % La 
transformación q deja los vectores do loscsubespacios unidimonsionales inva- 
riablos o los cambia por los opuestos, y en el subespacio bidimensional provoca 
un giro on un ángulo y. Para cualquier matriz ortogonal A existe una matriz 
ortogonal Q, tal que la matriz B = Q'AQ tiene una forma canónica, indicada en 
el problema. 

Indicación. Utilizar los problemas 1507 y 1509 y aplicar el método de la 
inducción matemática. 


1571. fim er (4, 0, 


ys 


15722. fip Y 3. 40) 
fi- 0, о, 0, 
h=4 Yid. —1. 0% 


336 


1573. 


1 
Үш+вү? 
a (6/2, —2-Y2, 2—y 3), 


(—2—y2, —4—3y 3, y3), 


ћи 


ће yu (o, Уз—ж /2, V 22428 у); 


1 0 Y 
—247yà V 32--28 y 3] 
=|0 тү <а 12 e 
Vay?  —247/2 
0 —=— 12 
1574, 1 0 y 
1 ys 
Ball F 2 |, 
—-Y3 4 
ч Жо) 
4 1 
ТУЗ жуй o 
E 1 i ya 
e=| физ —фуб -4v3 
Зека 1 8 1 yà 
ИЗ — У уз 
1 0 o 
1 1 = 
їз. 5-|? т уз 
1 1 
0 =34V3 4 
o 1 
уз ту 0 
m 14 1 ^s 
| vs узв of 
0 о =j 
100 0 / M2 A а 1/2 
040 0 1/2 12 —1/2 1/2 
1570. Jt va ;) “( 14@ —12 аз мю | 
000—1 —i12 42 12 an 
4 о оо 1.0 10 
0— оо 4: t 9t 
1577. «(: о ох | — ?—zV3|o 4 „ү 
о 0-10 ot 04 
Ma 22-0279 


10 
1578. »-(: i 
00 


léntica, bien la simetría con respecto 
va n — 1, es decir, qz = 2 
2 para cualquier 2 pertenecionto 


1584. y ез bien una transformación i 
а cierto 'subespacio L de dimensión k 

para cualquier æ perteneciente 
81 complemento ortogonal do L*. 


1585. [= (2/8, 2/3, 1/3), 9 0 0 
fi (2/8, —1/3, —2/3), »-(5 18 o) 
fa (4/8, —2/3, 2/3); о 0 —9 
4 4 
1586. һ=(-ўү, ут, о), 


200 
1 B=|0 4 0 
лур КӨ E D :) 


filo, о, 1% cum 
1 
5 0 УЗ уб 
se. ве (60): cl , |. 
Y “ү 
20 1 21 1 
1589. ве (ба); с Ут | -1 241)- 


1590. Indicación. Soa Ej; una matriz quo tiene on la i-ésima fila y -ésima. 
columna una unidad y en los domás lugares, ceros. Examinar las matricos de to- 
das las transformaciones on una baso ortonormal; 

Ер, Ens • « ~ Бул Ёз, Баз 

1591. а) UA = A'U; b) ОД = A 

1592. Dos formas cuadrática reales se reducen а la forma canónica median- 
te la misma transformación ortogonal cuando y sólo cuando, sus matrices son 
permutables. Dos superficies de segundo grado tienen ejos principales paralelos 
si, y sólo al, las matrices de los coeficientes de los tórminos de segundo grado de 
sus ecuaciones son permutables. ladicación. Demostrar que ol subespacio L de 
todos los vectores proplos de la transformación q, pertonecientes a un mismo уа- 
lor коро gm variante con respecto a la segunda transformación їр. 


) 0) 


sd Жый oid Es 


((=4,2,..., n) son columnas que son vectores горне ortonormales de Р 
у О, respectivamente, n? matrices Xj, = 4,85 (i, j „+з, D), donde en la 
k-ésima fila y Eósima columna de la matriz Xj; se encuentra el producto аё, 
forman una Paso ortonormal de vectores propito de las transformaciones q. ES 
con la particularidad de que cualquier baso semejante se obtiene mediante el 
procedimiento indicado a partir do algunas bases ortonormales de vectores pro- 
Pio de las múteicos P 3. 

1594. Si, por ejemplo, la transformación lineal q del plano on una base 
ortonormal se da mediante la matriz (5 1) y el vector æ = (1, 4) se prefija 
modiante las coordenadas еп la misma base que (qz, ж) = —1. " 

1595. Indicación. Puede emplearse el problema 1276 c). Es más sencillo 
examinar las matrices do las transformaciones q, їр, у, on la base ortonormal de 
vectores propios do la transformación x. 

1596. Indicación. La existencía se demuestra lo mismo que en el proble- 
ma E Es más sencillo demostrar la unicidad, haciendo uso del problema 
anterior. 


1597. Los valores propios de la transformación con la matriz ü 1) son 
iguales a 3, —1, es decir, los dos no son positivos. 


1598. (yn T p. Kk re 
Y? футурув Yi 

10 / ya ш db -4v3 
Lin iva in 

TT 14/3 2/3 EJ ( 2/3 —1/3 м) 


E 


2/3 17/8 273 2/8 23 —1/3 

—4/3 2/8 14/3 443 2/8 2/3 
1602. Indicación. Hallar la transformación regular y tal que y? = Ф y 
mostrar que la transformación фуд es autoconjuga 
1603. Indicación. Sean q, y y, transformaciones autoconjugadas con valo- 
res propios no negativos, tales que 9j = Ф y vj = y. Si q es regular, mostrar, 


suponiendo que у le ду“ = гә 
y Жа]: ЕЁ шай As s transformaoióh on Ја baso de 


1605. Indicación. 
los vectores propios. 

1606. Indicación. Examinar una base ortonormal, en la cual la matriz ф es 
diagonal, y pasar a una base nueva. 

1607. Indicación, Mostrar la distributividad do la operación dol paso de A 
y B а C. Examinar las transformaciones lineales q, p, y prefijadas en ciorta baso 
ortonormal do un espacio unitario А, mediante las matrices A, B, C. Dividir 
las transformaciones ф y ф en sumas de transformaciones autoconjugadas по ne- 
gativas de rango í con las matrices Ay, .. ., Ay y By B,. Utilizando el 
problema 1606, mostrar que la transformación con la matri (454) em la mis 
тла base es no negativa. Por fin, empleando el problema 1604, móstrar que la 
transformación у es no nogativa. 

1609. Indicación. Se demuesira de modo análogo a la propiedad bogrespon= 
diente do la transformación autoconjugada. 

1610. Solución. Las propiedades a) y b) se demuestran de modo análogo a 
las propiedades correspondientes de la transformación autoconjugada. 

Demostración de la propiedad c): sean X e Y las columnas de coordonadas 
do æ ө y, respectivamente, Pasando on la igualdad Ф (2 + yi) = Bi (e una 
las coordenadas, obtenemos: АХ AYi = фу + BXi, de donde, igualando 
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los miembros imaginarios y reales, hallamos; АХ = —BY, AY = ВХ, lo que 
domuestra la igualdad (1). Como la matriz A es real, para el vector real 2 el 
vector qz y ol número (gx, z) son reales. Por eso (фт, 2) == (Z, II 
m (2, qa) = —(pz, 2) y por lo tanto, (pz, 2) == 0. Multiplicando por y la se- 
gunda de las igualdades (1); hallamos: о (2, y) — (фу, у) = 0, do donde (e, у) = 
= 0. Multiplicando pu la primera de las igualdades (1) y la segunda, 

luego sumándolas, obtenemos a causa de que los números (py, 2) = $ (2, 2) 
gon reales, que B (| æ |? — | y 12) = (qu, y) + (фу, 2) = (92, y) + (2, Фу) 

v Чу) бре, Di 0, de donde ај рур c 2 

X, «Demostración de la propiodad d): si la transformación q tiene ol número 0 
como valor propio, existe un subespacio invariante unidimensional. En caso 
сопітаћо pasamos à um espacio unitario. А saber. пола mi al espacio unita- 
по На una baso ortonormal ej, . . .. es. Los vectores de Ra que on osta baso po- 
seen Coordenadas reales, forman un espacio euclídeo Rn, oncajado en Rg, La 
transformación Ф tiene en la base ej, . .., e, una matriz antisimétrica real 4. 
Esta matriz en dicha baso dotermina la transformación antisimétrica q^ del 
espacio unitario Ra, coincidente con Ф en Лу. La transformación (у tiene ol va- 
lor propio fit se 0. Si æ + yi es el vector propio correspondiente, donde £ o 
gon vectores con coordenadas roalas, se cumplen las igualdados (1). Esto signi- 
fica que el subespacio tendido sobre z e y es invarianto. 

611. а) Para cualquier matriz antihermitiana 4 existe una matriz uni- 
taria O, tal que la matriz B = 0340 os diagonal con elementos imaginarios 
puros en la diagonal, algunos de los cuales pueden ser nulos, 

b) El espacio es una suma directa de subospacios uni y bidimensionales 
ortogonales entro sí, que son invariantes con respecto a ф. La transformación P 
convierte los vectores do los subespacios unidimensionales on coro, y on el sub- 


espacio bidimensional, correspondiente a la célula ( _8 D), origina un giro 


un ángulo n/2 unido con la multiplicación por el número —. Para cualquier 
atriz antisimétrica real A existe una matriz ortogonal real Q, tal quo la ma- 
triz B == ОАО tiene la forma canónica citada en ol texto del problema. 
Jndicación, Utilizar los problemas 1609 y 1610 y aplicar el mótodo do la 
inducción matdmática. 
1614, Si А es una matriz antihermitiana, la matriz B (E — A) (E + A) 
es unitaria, la cual no posee un número característico igual a —1 1 Vicevorsa, 
Їзїїсо igual a —1, la matriz 


si A es unà matriz unitaria sin un número caracter! 
B = (E 424) (E + A)" es antihormitíana. Una relación análoga existe entro 
las matric6 ortogonales y antisimétricas. ... 
Solución, Estudiemos sólo el caso do un espacio unitario. Supongamos que 
on la igualdad (1) ф es una transformación antisimótrica (q? == —4). Entoncos 
we = (e + фи) (e — фе) = (e — ф)-1 (e + q) == (e + фр) (e — pj 4, 
uesto que e + Ф y (е — 9)- son permutables, Esto significa quo v es unitario. 
Dliservémos quo (e + qyVxisten Ya que los números irl до son goleó propios 
de Ф (problema 1610, punto a). Prosiguiendo, 


t (e + 9) (et g) (e— ф (e + 93 == 2 (в + 9 


te la igual- 
dad, semejante a la igualdad (1). Ello se demuestra de nuovo con ayuda de la 
igualdad (а) textualmente como arriba. Así, pues, la igualdad (1) aplica todas 
las transformaciones antisimétricas sobre las unitarias que no tienen el nümoro 
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—1 como valor propio, y viceversa, con la particularidad de que una de estas 
aplicaciones os opuesta a la otra. Lo dicho demuestra que ambas aplicaciones 
son biunívocas. 


1616. Si la matriz A es antihermitiana (o antisimétrica real), la matriz 

es unitaria (rospectivamente, ortogonal). 

1617. Solución. Según el piya 1559, la transformación e? será auto- 
conjugada. Si M, - - ., An son los valores propios de q, ellos son reales y, con- 
formo al problema 1161, los valores propios do e? serán &^, . . ., e^", es decir, 
е® está dofinida positiva. Mostremos que a diversas transformaciones autoconju- 
gadas q y q* les corresponden diferentes transformaciones e? y «7. Sea e? = е9 
9 posos una base ortonormal de vectores propios ay .. аң, donde qa 


ча, (E = 1, 2, .. ., n). Sea а“ cualquier vector propio de la transformación 
Ф' соп el valor 


a'— У za, Entonces sogún el problema 1464, 
= 


mid e 
2. 


Por otra parte, 


“аң puesto que a — еа", zi— 
=0 para todos los ! tales que para ellos e"! z& 6“, y е1 0, si 10. 
Como М y У son reales, de тү 5 0 se desprende que A, А, Por eso фа'= 


^ з ES 
=) ари У) za =D) Ma =Wa' =q'a'. Puesto dile q” posee una 
a = = 


йл са la diagonal 
valor real del loga- 


montos positivos Ha, Mas ; + <> + 
Pongamos Àj — In p, ( 2, .... n), donde без ш 
ritmo, y supongamos que en la misma baso la transformación q so da mediante 
una matriz diagonal con elementos à, .... An en la diagonal. La transfor- 
mación p os autoconjugada y v = «9. 
1623. Indicación. Emplear ol problema 1507. 

1626: Si г os el rango do р, la cantidad do tales transformaciones es Igual 

ак, 


11027. Indicación. Demostrar la igualdad 
(qu — do, qu — da) = (qe — Ta, pte — Ка). 
1628. Indicación. Emplear el probloma anterior. 
1029. Indicación. Emplear el problema 1627. 
1630. Indicación. Emplear los problemas 1627 y 1629. 
1631. Indicación. Emplear varias veces el problema 1029, 
1632. Indicación. Al demostrar la necesidad, emplear los dos problemas 
anteriores. Al demostrar la suficiencia mostrar que la transíormación ф de un 
espacio unitario que posos una propiedad normal, posoo una base ortonormada 


de vectores propios. El caso do un espacio euclídoo reducirlo al dol espacio uni- 
tario. 


1633. Indicación. Emplear el problema anterior. 
1634. 1) Sí; 2) sí; 3) sí; 4) ) no; 6) no; 7) no; 8) 
12) no; 13) sf; 14) sí; 45) sf; 16) sf; 17) по; 18) sí; 19) no; 20) sí; 24) sí; 22) 
23) sí; 24) sí; 25) по; 26) sí; 27) зї; 28) sí; 29) si; 30) sí; 31) sí; 32) rix 33) no; 
34) sí; 35) no; n sí. 
1637. Indicación, Primer procodimiento: mostrar que | а | 1 para Qual- 
quier а del grupo dado G de orden n. Para n > 1 coger en С cl elemento b == 
= cos ф + í sen ф con el mínimo argumento positivo y y mostrar que 


G= (1 b, US us мз). 


0) sí; 14) sí; 
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Segundo procedimiento: usando el teorema de Lagrange, mostrar que а" =4 
para cualquier а de С. 


1638. a) Uno de los grupos es el grupo cíclico de tercer orden con los ele- 
mentos e, a, b y la tabla =з 
leab 


ЗЕ 
alabe 
blbea 


En la ropresentación se puede suponer, usando las sustituciones: e, una unidad, 
а= (23, b= (1 3 2). 


5) Dos grupos: 1) grupo cíclico de cuarto orden con los elemontos e, a, b, c 
y la tabla, 
* [cabe 
е | гађе 
ајађсе 
b|beea 
eleeab 


ıs sustituciones: e es la unidad, 


En la representación puede ponorse mediante 
а= иза он 03) вени 4325 
2) el grupo cuádruplo con elementos e, a, b, c y la tabla 


En la prpresóntición puedo suponerse mediante las sustituciones: e, una unidad, 
a=(1 2) (3 4), ¿b = (1 3) (2 4), e= (14) (2 3). 
©) Dos grupde: 1) el grupo cíclico de sexto orden con 108 elementos e, a, b, 
c, di f y la tabla 
eabcdf 


мазоре 
Затоа а 
99995 


En la ropresentación puedo suponerse mediante las sustituciones: e, una unidad, 

а= (0123456), b= (1 3 5) (2 4 6), c = (1 4) (2 5) (3 6), d = (1 5 3) X 

X (2 64), f= (1'6 5 4 3 2); 

ta11 2) el grupo simétrico de tercer grado con los elementos e, a, b, e, d, f y la 
la 


anos» 


aia 


En la representación puede suponerso mediante la sustitución: e, una unidad, 
а ENCARAR ARE 

Indicación. Mostrar quo si en el grupo С do orden n hay un conjunto H de k 
elementos, & < n, quo do por sí mismo es un grupo para la operación de multi- 
plicación profijado en G, entonces, multiplicando todos los elementos de H рог 
el elemento z, que no yace en 2, obtenemos k nuevos elementos del grupo б. 


Por eso k «5. El conjunto de elementos e, а, a?, , . ., ай-!, donde ah = e, 


puede tomarse en calidad do Æ. Por ejemplo, en el caso c) 2), о sea, para un 
grupo no cíclico G de sexto orden dobo sor Ё < 3. Si fuoso a* == е para cualquier 
a de G, los cuatro olemontos e, а, 5, ab formarian un FELPO, lo que es imposible. 
Esto significa quo existo un elemento a, para el cual a? = b эё e, poro a? = e, 
Multiplicando los elementos e, а, а? por un nuovo elemento'e, obtenemos log 
sois elementos del grupo С on forma de e, a, at= b, с, ac = d, a*c == f. Hay 
que mostrar que c? = dà == f? = e у са = ate == f. Por ejemplo, si fueso са = 
= ac, entonces multiplicando а la izquiorda primero por c y fuego por а?, obte- 
nemos: а®сас = ја = e, de donde fd = d? y f = d, 10 que es imposible. 

1639. El grupo del tetraedro tieno orden 12; el del cubo y octaedro, 24; 
dodecaodro e icosaedro, 60. Indicación. Examinar las rotaciones que transfor- 
man el vértico dado А en cierto vértice # (quo по os obligatoriamente diferente 
do А), y mostrar que el orden dol grupo cs igual a nk, dondon се la cantidad de 
vórticos y k, la cantidad do las aristas que salen do un mismo vértico. 

1643, Indicación. A cada-elemonto z del grupo dado G ponerle en concor- 
dancia una aplicación a» а para cualquier clomonto а perfqneciento a G. 

ETA H 

1648. Indicación, a) Examinar (ab)? y (ab)P*, dondo p es el orden do ab. 
b) Examinar (ab)P, donde p cs cl orden do ab, y mostrar quo ар = b-P = e. 

Ejemplo 1. Para los elementos a ná e, b == a~ la condición (1) se cumplo, 
7,0); цо. La afirmación b) no se cumplo, ya quo los órdonos do a y b son iguales 
entre sí y no son igualos a la unidad y el orden do ab == e es igual a la unidad. 

Ejemplo 2. Los olemontos а = (1 2), b = (1 2 3) del grupo simótrico 5, 
tienen órdenes primos entre sí 2 y 3. La condición (1) no se cumple, ya quo ab 
ee), da = (2 3), у (2) so cumple. La afirmación b) no se cumplo: a os do 
orden 2, b do orden 3, ab de orden 2. S 


c) Ambos miembros de la igualdad ай == 5! elevarlos 
а orden 5. 


la potencia s, igual 


13), 44) 8); 15) 
a) Y 24) para 20); 20) 


h ta), (e); b) G = (а), (а"), (a°), (at), {аб}, (a*), 
(att), (e); с) G = (e, a, b, с), (а), (5), (с), (е); 
4) aplicando la anotación de las sustituciones en los ciclos, ha]loremos los 


subgrupos: 
S» (1 2 3), (0:2), ((1 3)), (2 3), (е): 


9) Sy (12 3), (e) serán los divisores normales. ё 

1) Indicación. La descomposición en ciclos de la sustitución dg A, puede 
contener sólo ciclos do longitud 1, dos ciclos do longitud 2 о un ciclo da longitud 
3. Por eso А, по tiene el subgrupo cíclico de sexto orden (véase el Problema 
4648 a), Ъ)) y todos sus elementos de segundo orden son permutables. Esta sig- 
nifica que A, no tiene ol subgrupo isomorío a Sy. Pero cualquier grupo de sexto 
orden bien es cíclico o bion isomorío a Ss (problema 1638 c)). 

1655. Elígimos on G cualesquiera elementos: primero a 76 e, luego b з e, a, 
después c чё e, a, b, ab. Los demás olementos del grupo G serán ab, ac, bc, abe. 
El grupo С es abeliano (problema 1636). El grupo С tiene los siguientes 16 sub- 


за 


торов: (e), (e, а), (е, b), (e, с), fc, ab), (e, ас}, (e, bc], (es ade), (e, a, b, ab), 
e, i SEU (e, b, E ш, „ы! OA 4 ва; | e 2.5. [t d 
ac, be), (e, a, b, с, ab, ac, be, abe) = б. 

1657. En la anotación aditiva todos los subgrupos tienen la forma 


бу = (а), & = (ра), С, = (pta), 


э Gra = 
= (pia), бу = (pha) = {0}, 


Ellos forman una cadena decreciente de subgrupos de órdenes, respoctivamento; 
ph, pi ph, р, 1. 

Indicación. Utilizar 6] problema 4656 b) o mostrar quo el subgrupo (sa), 
dondo 0 < $ < ph, coincido con el subgrupo (pta), donde 3 == pli, О 1 < Ky 
2 no se divido por p. 

1658, a) Indicación, Descomponer la sustitución on ciclos y comprobar que 
[ORO ig (t) a (ым). 
) Indicación. Comprobar la igualdad (1.2) (tj) = (t j). 
e) Indicación. Comprobar que ol producto de dos transposioiones se expresa 
do la siguiente manora mediante los ciclos triples: 


(EA) 65) = (ijk), (U) (el) == (X) (ШЕ). 


d) Solución, Sean G un subgrupo de un grupo alternado А, engendrado por 
sl conjunto de ciclos triples soñalados, o í, j, k diferentes números, superiores а 
dos (para п == 3 la afirmación es obvia y para л = 4 la demostración citada más 
abajo se reduce). A la par con el ciclo (1 2 1) el grupo 6 contiene el elemento 
inverso (L2 4), luego G contiene 


(123 020021) = (00); (021) 021) 020) = (210). 


Рага п = 4 el grupo G contiene ya todos los ciclos triples. Рага п > 4 ésto con- 
tione (1 2 А) (41 /) (62 1) = (i j k). Esto significa que G posee todos los ciclos 
triples y según el punto c) coincide con An. 

1660, Indicación, Sean К un conjunto de todos los elementos del 6 
quo o регіепосот'а 4, y a cualquier elemento de К. Mostrar que al multiplie г 
а pot todos los elementos do /f, obtenemos todos los elomentos do К. Deducir di 
aquí quo, mpltiplicando а por todos los olementos de К, obtenemos todos los 
elomontos de И. En particular, а? pertenece a Н. 

1661. Upigrupo Sufdruplo con elementos e, a, b, с puede servir do ejemplo 
(rénao la respuesta del problema 1038). Este grupo tlene tres subgrupos cíclicos 

lo segundo orden: (a), (5) y (c). 

Indicación. Demostrar que al elevar al cuadrado todos los ciclos tiple, 

obtenemos de nuovo todos los ciclos triples, y utilizar los problemas 1658 y 
60. 

1662, a) Indicación, А cada giro del tetraedro ABCD le corresponde una 
sustitución de sus vórtices. Al producto do dos giros le corresponde el producto 
de las correspondientes sustituciones. A dos diferentes giros s y t le corresponden 
dos sustituciones diferentes, ya quo de otra manera a un giro no idéntico 1-1 
lo correspondría una sustitución idéntica quo conservase todos los vórtices en su 
sitio, Conforme а la respuesta del problema 1639, el ER del totraedro es iso- 
morfo ul subgrupo de duodécimo orden de un grupo simétrico 5,. Prosiguiendo, 
puedo comprobarso bion que todas las sustituciones, correspondientes a los giros 
del tetruedro, son pares, bien utilizar el [ырс 1661. 

b) Solución. Los centros de las caras del octuedro son vértices de un cubo. 
Por eso los grupos del cubo y octaedro son isomoríos. A cada giro del cubo le 
corresponde una sustitución do sus cuatro diagonales. Al producto de los giros 
le correspondo el producto de las correspondientes sustituciones. Examinemos 
todos los giros dol cubo. Es en sí un giro idéntico, ocho giros alrededor de las 
diagonales en ángulos 27/3 y áx/3, seis giros alrededor de los ejes, que pasan a 
través del | punto medio de las aristas opuestas, en un ángluo x y nueve giros 
alrededor de los ejes que pasan a través de los centros de las caras opuestas, en 
ángulos x/4, 2x/4 y 31/4. La cantidad de estos giros es: 1 + 8 -+ 6 4 9 = 24, 
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Conforme a la respuesta del problema 1639, esta cantidad agota todos los giros 
del cubo. Mediante una verificación directa nos cercioramos que todas las cuatro 
diagonales permanecen en su sitio sólo en caso de un giro idéntico. De aquí, lo 
mismo que en el punto a), deducimos que el grupo del cubo es isomorío al grupo 
de sustituciones de los cuatro elementos que tienen el orden 24, es decir, al 
grupo simétrico Sy. 

с) Solución, Los centros do las caras del dodecaedro son vértices dol ico- 
saedro. Por eso los grupos del dodecaedro o icosaedro son isomorfos. Para cada 
arista del icosaedro existe una arista paralela y opuesta a ella y dos pares de 
aristas perpendiculares a ésta: las aristas do un par comienzan en los vértices 
de las caras, que están contiguas a dicha arista, y las aristas del otro par pertes 
песо a las caras que tienen como vértices los extremos de la arista dada. Las 
aristas de uno de estos pares son paralelas y de pares diferentes, son perpendicu- 
lares entre sí. Así, puos, todas las 30 aristas se dividen en cinco sistemas por 
seis aristas on cada sistema. Las aristas de un sistema son bien paralelas, bien 
perpendiculares, y las aristas de sistemas diforentes no son ni perpendiculares 
y ni paralelas. Con cada sistema de aristas ostá unido ol octaedro, cuyos vértices 
sirven de puntos medios de las aristas de dicho sistema, Esto determina los 
cinco octaedros, inscritos en el icosaedro. A cada giro del icosaedro le corres- 
ponde nna sustitución de los cinco sistemas do aristas señalados (o de los ос\ае- 
dros, correspondientes a ellos). Al producto de dos giros le corresponde wn produc- 
to de las sustituciones correspondientes. Examinomos todos los giros del ico- 
saodeo, Esto es un giro idéntico; 24 giros alrededor de cada uno do los seis ejes 
que pasan a través de los vértices opuestos, en ángulos 2л/5, 47/5, 01/5 y 8л/5; 
20 iro alrededor de сайа uno de los diez ejes que pasan a través do los centros 
de las caras opucstas, en ángulos 22/2 y 42/3; 15 giros alrododor de cada uno de 
los quince ejes que pasan a través de los puntos medios de las aristas opuestas, 
en un ángulo л. La cantidad do estos giros: 1 + 24 - 20 + 15 == 00. Según la 
respuesta del problema 1630, éstos agotan todos los giros del icosaedro. Nos 
cercioramos modiante una verificación directa que para cada giro no idóntico 
so encuentra una arista quo se transforma mediante el giro dado en otra arista 
quo по es ni paralela, ni рег arista dada. Por lo tanto, sólo una 
sustitución idóntica de los s в le correspondo al giro idéntico. 
De aquí, lo mismo que en punto a), deducimos que el grupo del icosacdro es 
isomorío al subgrupo d. 60 dol grupo simétrico S,. Conforme al problema 
1661, esto subgrupo coincide con ol grupo alternado Ау. 

1668, Indicación, a) Aplicar el problema 1667. b) Mostrar que cada clase 
Spptigua contiene precisamente una sustitución que deja el númoro 4 on su 
sitio. 

1669, Si en 1а descomposición до dicha sustitución s en ciclos independien- 
tes se encuontra ky ciclos do longitud 1j, 1 = 1,2, 7, con la particularidad 
quo so toman en consideración todos los ciclos incluyendo también los ciclos de 
longitud 1, la cantidad do sustituciones pormutables con la sustitución s, Фа 


igual a [ (kj -I!. Considerando que 01 = 1, el número buscado puedo esoribirso 
1 


de otra manera. Sea jų la cantidad de ciclos de longitud ! que entran en la des- 
composición de la sustitución s, donde i = 1,2, .. s, ^ y si en la descomposi- 
ción no hay ciclos de longitud 1, se supone que j; = 0. Entonces el número bus- 


"n j 
cado es igual а [| ypt 
= 


Indicación, Los ciclos de Ја misma longitud 1 que entran en la desgómpbsi- 
ción s, al transformarlos mediante la sustitución de 2, дыы соп s, pueden 
sólo permutarse entre sí, con la particularidad de que cl primer número de eusie 
quer ciclo puede convertirso en cualquier número de cualquier ciclo de la misma 
longitud quo entra оп la descomposición de la sustitución s. 
1670. Indicación. Examinar el conmutador һат de estos elementos. 
1674. 51 en la descomposición de dicha sustitución з en lependi 
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tes se encuentran Ky ciclos de longitud 1j, += 1, 2, . . .. r. con la particularidad 
de que se toman en consideración, todos los ciclos incluyendo también los ciclos 


do longitud 4, el número buscado es igual а 


Este nümero 


geode escribirse do otra manera, empleando otra expresión para el denomina- 
ог, señalada en la respuesta del problema 4669. 
У 1675. Indicación. a) Designar рог a, la cantidad de clases de elementos 
cpnsugadgs con ph elementos у, utilizando el problema 1078, mostrar que ao + 
ap Papito... = p^. 
7b) Examinar el grupo (2, a), donde а ez 
ab 


с) Sy. X 53. d) El grupo de matrices tipo (s 1 :) sobre el campo Zp. 


004, 

1676, Indicación. Si 27 contione ol ciclo (афт) y a7. f^, y” son cualesquiera 
рїшетоз distintos desde 4 hasta m, transformar 2l eico (apr) mediante la sus- 
titüción: z = {ыл 5 ) y donde $' y e' se olígen de modo quo la sustitu- 
ción z es par. Utilizar los problemas 1667 y 1058 c). 

£677, Solución: а) Todos os 00 giros que constitujon e grupo del icosacdro 
indicados en la respuesta dol problema 1062 с). El giro idéntico es la unidad del 
grupo y forma una clase. Los elementos conjugados tienen el mismo orden. Los 
Slementos do quinto orden son on зі 24 giros en ángulos 24/5, k = 1, 2, 3% 4 
alrededor de cada uno de los seis ejes que pasan a través do los vérticos opuestos, 
Consideraromos como giro alrededor del vértico А en un ángulo а el giro alrede- 
dor dol eje quo pasa a través do А y el vértico opuesto, en ua ángulo & en sentido 
dextrógiro si se Jo largo del sje desde 4 al vértice opuesto: Señalemos para 
сада vértice uno de los ángulos planos con dicho vértice. Cada giro del [cosahdro 
se caractoriza enteramente con la indicación del vórtico В, on el cual se convierto 
el vértice dado 44 (B puede coincidir con A) y del ángulo plano de Ӯ, on el cual 
фо cónvierto el ángulo señalado de A Por eso cada giro de = que iransforma d 
on B, so representa como un producto de z — yz, donde y convierto el ángulo 
señalado deat en el ángulo indicado de D y т es cl giro alrededor del vértico В 
en un ángulo a. El elemento inverso z~! = злу“ ев el producto del giro -t 
alrededor dE en un ángulo — y del giro у- quo transforma el ángulo soñala- 
do de 2. on el ángulo indicado do А. Sean аһогазг el giro alrededor del vértice А 
on un ángulo œ y z, cualquier elemento del grupo que convierte А en D. Repre- 
sentando х en forma do un producto т = yz, como se indicó más arriba, halla- 

е el elemento conjugado z-igz = z-iy-igyz es de nuevo тп giro cn un 
ángulo а, pero ya alrededor del vértics B. En particular, st A y В son vértices 
opuestos, el giro alrededor de 2 en un ángulo a coincide con el giro alrededor de 

en un ángulo 2 — а. Do esta manera, todos los giros alrededor de los vérti- 
ces en ángulos 27/5 y BS pertenecen a una clase de elementos conjugados: lo 
mismo que todos los giros en ángulos 4/5 y 61/5. Mostremos que los giros gı 

6% alrededor dal vértico 4 em ángulos 2/5 y 4л/5 pertenecen a distintas clases 
ЗР convierte А on otro vértice Й, 27142 ез un giro alrededor de В y bien no 
habrá gio alrededor de 4 © bien (si B ва расно a 4) será un giro alrededor de 4 
en un ángulo Вл/5, es decir, z-ig,z » а. Pero si z es ol giro alrededor de А, т 
у = son elementos de un subgrupo cíclico (у, por lo tanto, conmutativo) de giros 
alrededor de A, у de nuevo z-g,r = £, % ба. 

Así, pues, todos los elementos de quinto orden se dividen en dos clases 
según 12 elementos. Del mismo modo. marcando un ángulo plano de cada 
сата y un vértice de cada arista. nos cereioramos que 20 elementos do tercer 
orden (giros en ángulos de 22/2 y 47/3 alrededor йо los ejes quo pasan a través 
de los centros de las caras opuestas) forman una clase y 15 elementos de segundo 
orden (giros en un ángulo a alrededor de los ejes que pasan a través del punto 
modio do las aristas opuestas) también forman una clase. 
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b) Un divisor normal debe estar compuesto por clases enteras, debe conte- 
ner la unidad y su orden tiene que dividir el orden 60 del grupo del icasaedro. 
Según el punto a), las clases de los clementos conjugados contienon, respectiva: 
mente, 1, 12, 20, 15 elementos. De estos números pueden componerso sólo do 
sumas, incluyendo el sumando 1 y que divíden с] número 60, a saber, 1 y 60. 
Esto шов de sólo dos divisores normales: el subgrupo unitario y todo el grupo. 

1678. Indicación. Utilizar el problema 1662 c) y el 1077 b). 

1681. El homomorfismo se determina enteramente por la imagen del elo- 
mento generatriz а. A continuación indicamos las imágenes posibles de este 
elemento: 

а) cualquier elemento del grupo; el número de los homomorfismos es igual 


b) е, 02, b*, ђе, b13, 515; c) e, b, 02, 63, 04, b3; d) e, 56, 20; e) e. 

1089, aj Bl grupo felico (9) de cuarto йеп, donde ар == 45, b) el grupo 
cíclico (q) de segundo orden, donde aq = a*; e) el cuerpo conmutativo 
residuos según ul módulo 5; £) el aniio de los residuos según el módulo 6i g) el 
anillo de los residuos según el módulo л. 

1685. a) El grupo cíclico de orden n; b) el grupo cíclico do orden 5; c) el 
grupo cíclico de orden 6; d) el grupo cíclico de orden 2. 

1688. Indicaciones. En los casos d), e) y h) examinar Ja aplicación ў (2) == 
= ah, y en el caso /) la aplicación g (2) = 29/] 2 |^. 

1691. En el grupo Sy el subgrupo ((1 2)) tiene ol Índice 3, pero no contiene 
el elemento (1 3) do orden 2. 

1693. Indicación. Suponiendo que G/Z es un grupo cíclico, elegir en la clase 
el elemento a que lo sirvo do clemento generatriz, y mostrar que шуу 2 engendran. 
todo el grupo G. 

1694. Solución. Apliquemos la inducción según el orden љ del grupo 0. 
Рага n = 2 el grupo С es un grupo cíclico do segundo orden y el teorema es váli- 
do para 61. Supongamos que el teorema es válido para todos los grupos, cuyo. 
orden es inferior a n, у G es un grupo de orden n. Sea prier G conmutativo. 
Tomamos cualquier elemento a, distinto de la unidad e del grupo G. Su orden. 
es k > 1. Si k se divide por p, k = pg, el elemento a? tiene ol orden p. Si k no 
so divide por p, el orden n’ del grupo cociente G' == G/(a) del gropo O según el 


subgrupo cíclico (a) es igual a ЈЕ << п y so divido por p. Según la suposición do 


inducción, С' contiene el elemento b’ de orden p. Sea b un elemento del grupo G 
gus entra en la clase contigua b^. De ¿> == e, donde e es la unidad del grupo 
G’, se desprende que b? está en el subgrupo (a), es docir, bP = al, до donde 
ЪРА = alh = e, Si bh = e, b^ = е y k se divide por el orden р del elemento. 
07, lo que es imposible. Esto significa quo БАР == e, pero bà s& e, o sen, el ele~ 
monto bà tiene el orden p. 
Sea ahora el grupo G no conmutativo. Si existe el subgrupo H, distinto de 
€, cayo fndico no so divido por p, cl orden de 1/ es inferior à n y se divide por p. 
Conforme a la suposición de Ја inducción, Æ contiene el elemento de orden p. 
Pero si los Índices de todos los subgrupos del grupo G distintos de G, se dividon 
por p, la cantidad do los elementos conjugados de cualquier elemento dol 
quo no entra en su centro Z (problema 1064), so divide por p (problema 1071). 
YA quo el orden n del grupo c о divide también por p, 4 orden del centro 2 so 
divide por p y es inforior a п, puesto que G no ез conmutativo. бер i= 
ción de la Inducción, Z contione el elemento de orden po 0560 18 suposi 
1659. Indicación. Hacer uso del problema anterior. 
1701. а) (а) = (За) + {2 
b) (а) = (4a) + (3а); 
€) (a) 15а) + (20a) + {42а}; 
d) (а) = (225a) + (100a) + {36а}. 
1702. Indicación. En el caso c) utilizar el probleroa 1700 b). 
1703. Indicsciónes. a) Tomar en calidad de A y B respectivamente los соп- 
juntos de todos los elementos a y b de б para los cuales pa = 0 y qb b) exa- 
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1727. 6+9% 2— Y 3/43. Indicación. Para demostrar la uniformidad 
utilizar la irreductibilidad del polinomio 2° — 2 sobre el campo do los números 
racionales. Con el fin de hallar el elemento inverso emplear el método de los 
cooficientes indeterminados. 

1728. 2-1 = (19—$/5--11 Y B)/208. 

1729. Indicación. Utilizar la propiedad del polinomio irreductible de ser 
primo entro sí con cualquier polinomio de grado inferior. 

1730. B- = (101 + 37a + 423)/405. Indicación. Si Ф (а) = 1° — = + 3, 
puedo hallarse, aplicando el método de los cocficiontes indeterminados, los poli- 
потіов f, (z) de primer grado y q; (z) de segundo grado que satisfacen la igual- 
dad f(x)fi(z) + Ф (x) Pı (x) = 1 y poner on esta igualdad = = о. 


_[ 0 para 2&0, af = рага 20, 
1782. Por ejemplo, Л, (== ( 2 Para 250, +) { REED 

1734, Los divisores de cero tienen el aspecto (a, 0), donde а + 0, y (0, b) 
donde b = 0. 

1737. Las matrices en las cuales el elemento en el ángulo superior izquierdo 
s distinto de cero, no serán divisores de cero por la izquierda (poro serán por 
i» derecha) : 
indicación. Suprimir los paréntesis en el producto (a + b) (e + e) 
mediante dos procedimientos diferentes. А 

1740. Las matrices do orden n > 2 con elementos de enana conmu- 
tativo forman un anillo con varias unidades por la izquierda a condición de que 
todas las filas, comenzando por la segunda, están compuestas por ceros, y а se- 
pe Janto condición para las columnas, forman un anillo con varias unidades por 
la derecha, 

1742. Indicación. Sea a un elemento del illo distinto de cero. Mostrar que 
la correspondencia г -» аг, donde z es cualquier elemento, es una aplicación 
biunívoca del anillo dado sobra sí. 
unidades 4 г 


лку compi 

= Ка = E, 17 = JI = K, JK = А 

1749. Son posibles sólo dos de semejantes automorlismos: el idéntico y el 
que convierte cado número en uno conjugado. 

1750. Indicación. Mostrar que cualquier campo numérico contiene el пй- 
mero 1, luego los números enteros y, por fin, los fraccionarios. 

1751. Indicación. Examinar las imágenes de la unidad, do los números ente- 
ros y, fraccionarios. 

752. Indicación. Mostrar que el número positivo como un cuadrado de un 
número real, so convierte en positivo. Después, empleando el hecho de que 
entre dos diferentes números reales yace un número raciona), y con la conser- 
vación de los números racionales, domostrar la constancia de cualquier número 
real. 

1753. Existe la posibilidad de sólo dos aplicaciones semejantes: la idéntica 
y la que transforma cualquier número complejo en conjugado. 

1756. Segun el módulo З el sistema es incompatible, y según el módulo 5, 
tiene una solución única z = 2, y = 3, z = 2. 

1787. Según el módulo 5 el sistoma es imcompatible y según Èl módulo 7 
tiene una solución única z= 2, у = 6, z = 
a) z + 2; b) 1. 1759. a) 1; b) 5z + 
2) z3 + z + 2; b) 1. 
a) Solución. Supongamos que f (2) y g (z) tienen sobre el campo de 
los números racionales un divisor comun d (т) de grado positivo. Entonces f (x)= 
= a (z) d (2), g (2) = b (2) d (x), donde а (2). b (2), d (z) son polinomios con 
cocficientes racionales, Sacando los denominadores comunes y los máximos co- 
munes divisores de los numeradores de los cocficientes y empleando el lema do 
Gauss sobre el producto de los polinomios primitivos, obtenemos: f (z) = 
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= а, (а) d, (x, g (2) = b; (2) d (2), donde todos los polinomios tienon coefi- 
cientes enteros, el grado do d, (2) ез igual al de d (т) y el coeficiente mayor de 
арб) no se divide por p. Pasando hacia el campo de residuos según el módulo р, 
obtenemos el común divisor de grado positivo para / (2) y g (z) sobre este campo, 
lo que es imposible. 

~ b) Los polinomios f (z) = z, g (z) = z + p son primos entro sf sobro el 
campo de los números racionales y son iguales a т, оз decir, по son primos entre 
85 sobte el campo do los residuos según el módalo p. 

1762. Indicación. Si f (2) y g (2) son primos entro sí, obteniendo la igual- 
dad f (2) u (z) + g (2) v (z) = с, dondo u (2), v (x) son polinomios con cocfi- 
cientes enteros y c ез un número entoro, demostrar que / (2) y g (2) son primos 
entre sí sobro el campo de los residuos según cualquior p primo que no divida c. 

Al demostrar irmación inversa, utilizar el problema 1761. 

1763. (1 + 1)9 (22 4 = + 1). 1764. (c + 3) (23 + dz + 2). 

1765. (22 + 1) (3 + z ++ 2). 1760. (28 -+ 2 + 1) (23 + 22 + 4). 

a 1707. fi= 23, fam dm (2 + 198, а аза гш i ја 
= x? + z +1 es irreductible, 

1788.29, p=P41=+0(P+1240) а а 
SUP mac) fm aa + 1 оз irreductible, 
fam cb 02 ed ез irroductiblo, f, = 123 + z? + z = z (2° -4 z + 1), fa = 
ааа (Rd. 

1769. h= +i, fam 24 2, ће + 2 + 2. 

1220. прага | f.m à b rt zi 

Һе з +2202, наз аа 2241, 
ју а, | Һз ID wd, 
= + 20941, fhm 4 02204 2: 2. 


A771. Indicación. Empleando ol lema de Gauss, obtener de la descomposi- 
ción f (z) cU dos factores con coeficientes racionales la descomposición en dos 
factores contecoliciontes enteros. El polinomio / (z) = pz? + (p + 1) z + 1 = 
= (pr + nie + 1) se reduco sobre el campo de los números racionales, pero 
según el módulo р es igual a z + 1 y, por lo tanto es irroductible. 

1772; Solución, Sean n el orden del grupo G y m el mínimo común múltiplo 
de los órdenes de todos sus elomentos. Entonces m divide n y е == 1 para todos 
los g € G. Pero la ecuación z™ = 1 on el campo P no puede toner más do m solu- 
ciones, Esto significa que m = n. Sea n = p , . . ., pls es Ја descomposición 
Че n өл el producto do las potencias de diferentes números primos, miontras que 
para cada 1 == 4,.. . ., s on el gurpo G existo ol clomento A, de orden руба. El 


elomento g; = A7! tiene el orden pit. Según el problema 1648 a) el elemento 
# = ва s qo fe tiene el orden n y es la gonoratriz del grupo G. 

їз. Solución. Primero demostremos el loma de la teoría do los grupos. 
Si dos elementos a y b del grupo cíclico G no son cuadrados, su producto es 
cuadrado. 

El conjunto /f de elementos de G que son cuadrados, es subgrupo. El grupo 
«cociente G//I es cíclico. Si С == cH ез su generatriz, de c? € H so deduce que 
C? = И = H. Esto significa o que H = G o G/H es un grupo de segundo or- 
don y ab € ан -bH = I, es decir, ab es cuadrado. 

De aquí se deduce que según cualquier módulo primo p uno de los números 
2, 3, 6 es comparablo con el cuadrado. En efecto, para р = 2 tenomos 2 sa o, 
рага р = 3 también 3 єз 02. Si p > 3,2 y зра considerarse сото elemen- 
tos de un grupo multiplicativo С del campo de residuos según el módulo р. De 
acuerdo con el problema 1772, el grupo G es cíclico, y según el lema, demostrado 
más arriba, si 2 y 3 no son cuadrados, 2-3 == 6 es cuadrado. 
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El polinomio 
10)= (2—02 03) (2-1 


-Y3 AVIV (+ V24V3) 
=z — 1041 


es irreductible sobre el campo de fos números racionales, ya que los factores Ji- 
cales y sus productos de dos en dos no son polinomius con coeficientes raciona- 
Jos 

Sen Zp on campo de residuos según el módulo primo p. Según lo demostrado, 
existe un blemento a € Zp, para el cual a? = 2 ô a? = 3, 6 a? = 6, Sia? = 2 
ж% — 404% 4-4 (3 + дах — 11 i? — Зах — 1); si a? 3, 10% +4 
= (1? + Zas 1) (43 — 2az + 1); si a? = 6, 24 — 1013 + 1 = (z? — 5 + 2а) X 
X ра — 5 — de 

1774. Indicación. Mostrar que si a = ae, e es una unidad, 

1775. а a = p on el anillo de los residuos según ol módulo p^; b) a = p 
en el anillo de los residuos según el módulo р". Aquí p es cualquior número mayor 
que 1. 

1779. Indicación. Para el número z= а + bV ZF introducir la norma 
N (a) rim a? + 308, Demostrar que N (212) = N (2) N (a), para dicho 
М > 0 existe sólo un conjunto finito de números z con А (2) < М, los diviso- 
res de la unidad son sólo 3-1, el divisor de z соп 1а mínima norma Superior a 4 
es primo. 

PISO. Indicoción. Mediante la transformación do la indetorminada, conver- 
tir ol olemento ininvortible:en un polinomio do grado superior а dos. 

Viel a Ideal: b) зира о: e) ideal; d) no es subgrupo de wà grupo ad 
е) subamilo; b subgrupo do un grupo aditivo; g) ideal; h) eubauillo; i) ideal; 3) 
ideal; k) no es subgrupo de un grupo aditivo. 

1785. Indicación. Mostrar qué cualquier ideal / se engendra medianto su 
elemonto a, distinto do cero y mínimo en el sentido siguiente; а) según su valor 
“absoluto; b) según la potencia; су según el módulo. En cada caso utilizar la 
existencia de la división inexacta por el olemento b » 0, con la particularidad 
¿de que ol resto o bien es igual а cero o es inferior al divisor on el sentido indica- 
do más arriba. 

1791. Si ne 52 0 para cualquier n »k 0 de Z, es nn isomorfismo y q (Z) 
es isomorfo con respecto а Z. Si ne = 0 para cierto n se 0 de Z y ну es ol númoro 
positivo mínimo, para el cual me = 0. ф (2) es isomorfo al anillo de los resi- 
duos según el módulo ле. 

1792. bi Cuatro clases conti 

ropiedades: 0 a y b son pares; 2 
La y è son impares c) la clase 
particularidad de que 8% = 0. 

179%. La cantidad de elementas es igual a рл. 

800. 1. R es un anillo con divisores de cero considerado como un módulo 
sobre sí misn AE а son divisores de cero para los cuales ^а = 0.2 G = (4) es 
un grupo cíclico de orden n (con anotación aditiva de las operaciones), consi- 
огада como un módulo sobro el anillo de los námoros onteros. Entonces ла = 0. 

1804. Indicación. Emplear el problema 1647 c). 

1807. b) Sean a y à dos elementos diferentes de segundo orderi de na grupo 
cuádeuplo (vénse Ja respuesta del problema 1038 Dj) Si se examina este grupo en 
calidad de un módulo unitario sobre el anillo de los números enteros (para una 
multiplica te de los elementos del grupo por números), O (a) y O (b) 
coinciden con el conjunto de los números pares pero (а) == (P)., 4 d 

1808. Indicación, Demostrar que el conjunto / de todos los À € Д, para los 
cuales da € A. es el ideal del anillo А. 

1809. El conjunto A de todos los elementos con un número finito de com- 
ponentes no nulas. 

1810. b) Ejemplo 1. En cl anillo Z, de los residuos según el módulo 6 como 
módulo sobre sí mismo, los elementos 2 y 3 son periódicos y su suma 5 no es 
elemento periódico. 


que constan de los números a + bt con 
ез par y b, impar; 3) a es imper y b par; 
que contiene 1 + 1, os divisor de cero, con la 
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Ejemplo 2. Sea R un anillo de рагоз (x, y), donde z e y son números enteros, 
y la adición y multiplicación de los pares se realiza mediante las component 
roblema 1734). Los elementas a = (1. 0) y $ = (0. 1) son divisores de cet 


бп. Mostrar que M es una suma directa de los submódulos 
по, nulog А, cada uno de los cuales consta de todos los elementos Af, cuyos 
ard edes stán engendrados mediante las potencias de un clemento primo p, 
le 


1813. "Indicaeión. Examinar la unión de los módulos 
: 1819. Indicación, Mostrar quo b A + b es una aplicación homomoría 
go 4 sobre (4, + B/A y emplear ol teorema sobre los homomoriismos para los 
ulos, 
1820. Indicación. Emplear la inducción según и. Para n = 1 emplear lox 
voblomas 1815 y 1818. Рага n > 1 suponer que cn M existe una cadena creci 
le infinita de distintos submódulos M, с Ма c... y ponor А = (л), Л 
= 0 Mi Mi= M, NA y mostrar que la cadena М; se estabiliza en cierto 


Мк = А NB. Después aplicar el teorema sobre el isomorfismo (véase el pr 
blema 1819) y usar el hecho de que el módulo cocionte M/A tiene n — 1 generi- 
ricos, 
1822. Indicación. Al demostrar b) exaimnar la expresión (1 + 1) (= + y) 
с} El espacio У es de dimensión infinita. 
Demostrar por inducción o suponer que en la relación 


Indicación. 
Indicación. En los 


4. 2, 22 


гов c), d), e) diferenciar dos veces y emplear la 


- Indicación. Utilizar el determinante de Vandermonde. 


- La dimensión es igual a C51. , = CE, ,. Indicación. En calidad 
de base tomar todos los monomios y a сада uno de ellos tipo 299202 ... у" 
ponerles en Correspondencia la fila 


Е 7:00 
~ 
r veces ат veces an voces 


1830. C} „n: Indicación. Poner .- y roducirlo al problema anterior, 
пол 

1831. b) La dimensión do Z es igual a п; c) la dimensión de Z4 es igual a 
n— k +1: d) 1/ no es un subespacio. —— 

1832. Indicación. Al demostrar la necesidad obtener la igualdad B == СА, 
donde C es una matriz regular de los coeficientes on las exprosiones del siste- 
ma (2) a través de (1). Al demostrar la suficiencia anotar a la matriz А por debojo 
una fila de coordonadas del vector b; y, calculando el rango mediante el método 
de rebordeamiento, mostrar que el rango de la matriz obtenida es igual a k. 

1836. d) Sean en el plano хОу L == Or, М = Oy, L' cualquier recta que 
pasa a través del origen de las coordenadas y diferentes de los ojes, ҷу, la pro- 
yección sobre £ paralelamente а AM, «ру, la proyección sobre Z^ paralelamente а 
^M. Entonces Фуфа = Фи 56 Фа = афа. La condición (3) по se cumple, pero 
Фифа У Фаф; SON proyecciones. а А 

Indicaciones. b) Mostrar que si q, y q. son idempotentes, Pı + Pa son idem- 
potentes cuando, у sólo cuando, qi» + фар = 0. Multiplicando esta igualdad 
а la derecha y а la izquierda por pi, demostrar su equivalencia a la condición (1). 


352 


e) Utilizando a), reducir c) a b). d) Ре fuys? = =, deducir piz = фут = £- 
Luego usar la representación = = фт + (€ — q) 2. 
1837. Indicación. Examinar (Ф [x cons y) y (Ф От, у) 


1838, у. 


1839, Si L ез un subespacio de todos los vectores, сп la uno 
cuales sólo una cantidad finita de coordenadas es distinta de cero, L* — 0, 
бо 19 = 5, (Ley VAL. 

1841. Sea А una matriz de transformación en una base ortonormal. a) El 
giro del plano en cierto ángulo alrededor del origen de coordenadas si | 4 | = 
== + 1; una reflexión especular del plano en cierta recta que pasa a través del" 
origen de coordenadas si РА | = — 1: b) El giro del espacio en un ángulo alre- 
dodor del eje que pasa a través del origen de coordenadas si | А | == +14. 
giro señalado antes, con una reflexión especular posterior del espacio en el plano. 
que раза a través del origen de coordenadas y perpendicular al eje de rotación 
si | |= —1. 

1842. El giro alrededor del еј 


definido por el vector f (4, 1, 0), en un 
ángulo @ = 60° en sentido negativo. Indicación. Buscamos ol vector f como un 
vector propio que pertenece a] valor propio +. El ángulo de giro а: 1o hallamos 
de la condición 2 cos а + 4 == а + ass + ауу, que se obtiene de la invaria- 
ción de la traza de la matriz de transformación q. Para doterminar la dirección 
del giro tomamos un vector que no yace en el eje de rotación, por ojemplo ej, 
su itnagen ре y el vector del eje f. y buscamos el signo del detorminante a partir 
de las coordenadas do etos tr vectores, es decir, la orientapijn dol trio de 
vectores ey, Qer, f. | 

1843. а) Là transformación nula; b) el giro en un ángulo 7/2 en sentido 
positivo o negativo con la posterior multiplicación por un número no negativo; 
с) qu - a X æ. Para а => 0 la transformación q se reduce а la groyece бп des 
yoctar ж sobre el plano, perpendicular al vector a, al giro alrededor de аел nn 
ángulo ni2 en sentido positivo y multiplicación por la lonkitud а, Indicae! 
Examinar la matriz de la transformación q en una base ortonormal 


» 45), donde a, = — drs, а= — 43i 


57 ааз 

Am (= o sa) y poner a= (a, 
—as — «а 0 

=a, а= — a. 


1844. Indicación. АТ demostrar la suficiencia examinar el producto escalar 
a : 
do Sto те ал. Hallar la base e es, .. ер pora lo cual г) = La 
em... = Llen) = 0. 
MEA Ladicación. Supouer que |, (a) + 0, la (b) + 0, y examinar el vec- 
tora 
1849. Indicación. Demostrar que si ® (=, y) те 0, 


Examinar el producto ( (с) — Ma (2)) 1, (2) y emplear el problemh 1848. 


1850. Ind lear los problemas 1846 у 1849. \ ` 
1851. Indicación. Emplear el problema 1848. % 
1852. Indicación. Suponer que у= 19-а. И 


1853. Indicación. Para las funciones по nulas tomar cl vector a no yacente- 


hia) у emplear el problema 1852 bi. 


en S, poner А = 
AS 2: 


1854. a) Hiperboloide de una hoja; b) hiperboloide de dos hojas. Indicación. 
Pasar a las coordenadas homogéneas. 

1856. Sien , . .. ер es una base normal (on la cual f (2) se oscribe mediante 

una forma cuadrática de tipo normal), con la particularidad de quo f (e) = 1 

€ m4, 2... р), f (ej (Uc М fie = 0 (k=r+ 

ну, entonces en calidad de la base buscada prede tomarse, por 


= et ор (m 0.00 ph fj ер 
+eb=r+t. 
Indicación. Demostrar que los vectores 
Јута об ћу о рје Ро 
AN =р+1,..., 7); 
dy m ey m r4, son isótropos y la base ej 
Aseo Т ks E 
У 1857. Indicación. Utilizar los problemas 1306 y 1856. 
1858. Indicación. Examinemos el caso b) con la condición p < q. Tomando 
la escritura f (z) = ++. ар фи — ... — #54, como forma de 


tipo normal, comprobar que К contiene el subespacio L, prefijado mediante las 
ecuaciones 


e, зе expresa 


zy — зун m 0, rp — Gm 0 атры = ss rp m. (0) 
«ou la particularidad de que la dimensión /, es igual a n — q. Después suponer 
que K contieno ol subespacio L’ de dimensión s >  — q, prolijado mediante las 
naciones 


У анд (2452. 3), e) 
= 
зададе a ollas las ecuaciones 
A A = 0 +: 4 =0 © 


y Megar а W contradicción. 
1859. а) Solución. S1 f (z) so escribo en unacbase adecuada en forma normal, 
la ecuación de la superficie 5 se escribirá del siguiente modo: 


а. Барары. 00 [0] 


SI p = 0, en 5 no hay puntos reales. En esto caso mín (p — 1, q) = «4. El 
teorema es válido si se considera la dimensión de un conjunto vacío igual a — 
Supongamos que p > 0. Entonces en 5 hay puntos, por ejemplo, (1. 0, - 

со Dis deci, variedados do dimonsión cero. Sex P una variedad de (йлеп. 
sión máxima k quo entra en 5. P se da modiante un sistema de п — k ecuaciones 
linealmente independientes 


У аузу=ы (—4 2. a4 п). @ 


Esto sistema no puede ser homogéneo ya que la solución nula no satisfaco la 
«ecuación (1). Con el fin de simplificar, supongamos que el doterminante d de 
orden п — k de los coeficientes de las primeras п — k incógnitas es distinto do 
«ето. Entonces la solución general del sistema (2) puede escribirse de esto modo: 


B tu ал e 


Ti = певна H 
EET 


, Examinemos un espacio (n + fi-dimensional V, ,,. Tomemos en él cual- 
quier base y consideraremos que V, está tendido sobre los primeros н vectores 
le la base. 


Examinemos un sistema homogéneo de ccwacioncs 
Ў agi ham 01, 2, 
a 
los coeficiontes son los mismos que en (2). Su solución general tiene el aspecto 
Ву = ti nonoi + H Cinta + 
Ta 1,2,,.„п—>+ (5) 
con los mismos coeficientes que en (3). 
Después examinemos un cono К prefijado por la ecuación 
а. ар ары о... E EA (6) 


Demostremos que el subespacio (k + 1)-йфитепгїопа1 L, dado mediante el 
sistema (4), yaco en ol cono К. Cualquier solución del sistema (41 en la cual 
зада = 1, después do omitir тууу nos da la solución del sistema (2), es decir, 
el vector de P с 5. Pero semejante solución satisfaco la ecuación (6) y, por lo 
tanto, yace on К. 


Si x es cualquier solución del sistema (4), en el cual zg44 кр а зе ote € 
K. de donde z € K. Sea z = (11... ., апд, Опсада. 55. Ls 0) la solue 


¡ón del sistema (4) con zny, == 0. Existe una solución zi del sistema (4), en 
cual las incógnitas libres tienen valores: 


п—% [2] 


Д 
o (1=1,2,. 


De las fórmulas (5) queda claro que Иш жї == x. Según lo demostrado más 


[e 
arriba: 2! € K, Pusando en la ecuación (б) al límite para 1- о, después do 
sustituir en ella las coordenadas z!, obtonomos = € К. 
Así, pues, L c К. Los indices de inercia de К son iguales a p, q + 1. Con- 
forme al problema 1858, & + 1 < mín (p, g + 1), de donde k < min (p — 1, g). 
Sea К” un cono con la ecuación 


ара — 240, [0] 


donde los signos coinciden con los do los correspondientes términos de la ecua- 
ción (1), Según el problema 1858, el cono X’ contiene un subespacio £' de di- 
amensión £ = mín (p — 1, q), que yace en el subespacio con ecuación 2, --: 0. 
Tomemos en V, un vector a, = (1, 0, » 0). Entonces 5 contiene la variedad 
ГАС de dimensión x = mín (р — 1, q). La afirmación a) ostá demos- 
trada. 

р? Indicación. r< n reducir b) a a) en un espacio r«limensional. 

1860. a) 1; b) 0; с) 1; d) 0; e) 1; 13:8) &—1 ha—2 00; pis 


п> 2, O si m= 2; k) 4; 1) la parto entora de LL 6 FA 1 sines par; 


Је — 4) sí n es impar. 


1861. b) Indicación. Hallar los sistemas de ccuaciones lineales que prefijan 
ol núcleo derecho y el izquierdo, 

1862. La base Lj forma un vector (8, —1) y la base Ls, el vector (2, —4). 

1863. b) Indicación. Sea 1< r < п. Tomar una función cuya matriz en 
cierta base tiene en el ángulo suporior izquierdo una célula regular cuadrada de 
orden ғ que no es ni simétrica, ni antisimélrica, y en los demás lugares tiene 
coros. 
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1864. Indiczción. Utilizar el subespacio nulo de la función b (z, y). 

1865. Indicación. Mostrar que las coordenadas de todos los vectores de L* 
satisfacen la ecuación matricial BAY = 0, donde А es la matriz b (2, y) en 
cierta base del espacio Vn, B es la matriz, por cuyas filas se encuentran las coor- 
donadas de cualquier base del subespacio E en la base dada de Ул, Y, la columna 
de coordenadas del vector y € L* en la misma base. 

1866. Primera demostración. Puesto que b (z, y) == 0, pero b (2, 20 
existen los vectores a5, ту tales que b (ал, ту) O. Multiplicando uno de esos 


vectores рог obtenemos los vectores ез, ез, рага los cuales b (ej, е,)==1. 


b (Tis La) 
Los уйы e son linealmente independientes, ya que sie, = ae, b (ey. е 
= e b (65, ез) = 0. Sean Ly un subespacio bidimensional tendido sobre ej, es 
y La un copio do todos los y € Ya tales quo b is. y) = O para cualquier € 


€ Т. Confórme al problema 1865, La es un subespacio de dimensión > n — 2. 
Lá intersección de 2, y Le contiene sólo el vector nulo, puesto 
= = ае Ч ауе, SiT E La, b (ey, 2) = b (es, 2) = 0 y b (е, ej) = 5 (ер еу) = 
= 0; bey ej = —b (es е) = 1, de donde а, = 0, а, = 0, == 0. Según el 
problema 1286, la dimensión de Ls es igual a п — 2 y Ya es una suma directa 
le L, y Ра. Además, з en Ly b (т, Ё зе б, entonces, como antes, existen los уос- 
tores Ca, е, € La, para los cuales b (ey, e,) = 1, etc. Después de una cantidad 
finita de pasos, llegaremos al subespacio Ба а, en el cual (т, y) e 0. Si Лаа. 
es по nulo, tomamos en él cualquier Базеезд у, . . . e. Los vectores es ев, + - 
сеп forman la base buscada, 

Segunda demostración'). Esta demostración nos da un método práctico para 
hallar una transformación linea] regular de las incógnitas que reducen la forma 
bilineal dada a la forma canónica, señalada en el problema, 

Sea en cierta base b(z, y)= У) ануу. ^ causa del cambio de nume- 

ы „=! 
ración de las incógnitas, puede considerarse аз, эё 0. Escribamos la forma como 


b (2, 0) = л (ине +... + nYa) — ша (ere + + + + аза) + би) 


e Si z EL; 


y rilicemos una! transformación regular de las incógnitas 
TAR rj? Gaamp-k o... ад 00 та, IA T та 
y sonejntejypansformación. para ye» Obtenomos 
b (z, y) = та — zivi + de (2, у). 
Si b, (æ, y) по contiene 24, уд, hacemos con ella lo mismo. De lo contrario, 
dale = 5 ауру donde aj, зе 0 para cierto k, 2 < k < л. Después de 
efectuar la transformación regular de las incógnitas 


НЕЧА 


< — tlath при n а=» 
у la misma transformación уу, obtenemos 3 (2, y) = тїй; — 2401 + da (2, y). 
donde b, (2, y) no contiene 21, 24, yi. yg. Si da (ж, y) зе 0, hacemos con ella 
lo ird os м 
7. b (2, y) = UPa — из > изд — идо Шү = 71 + 324, шу 
+ 2ra — гу иу = za, ш = Oz, у la misma expresión de v; a través de уу. 
1868. b'(z, у) = шул, — шу F шың — шару th = лү — лу, ша = ху 
+ 2ra, ug = za па = — B, presión análoga para v, a través de yj. 
1669. En el lenguaje matricial obtenemos la afirmación: para que una ma- 
triz simétrica real A sea semejante ortogonalmente a la matriz, en la cual todos 


+ 


2) А, 1. Málsov. Fundamentos de álgebra lineal. Editorial Mir, Moscú, 1978. 
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los elementos de la diagonal principal son nulos, es necesario y suficiente que la 
traza de А sea nula. n 

Indicación. Para demostrar la suficiencia emplear la inducción según n. 
Para n > 1 tomar cualquier base ortonormal fi. Le cido Si ésta по yace on 
+l cono, mostrar quo existen vectores Lo La para los cuales f (f) > 0, f (f) < 0. 
Jomar como primer vector de la base buscada el vector ey, obtenido al norma- 
lizar el vector f, + 27у, donde ^ se halla de la condición f (fj + Afj) = 0- 

1870. Indicación. Aplicar la propiedad: cuatro puntos diferentes forman un 
paralelogramo cuando, y sólo cuando, sus radios vectores satisfacen la condición 
E, F Ey = а. 40. 

1815. ау = È + 36 да ze = 2 — h + ta да fys за = t 


dl 1 
1876, n= —— +3 bh ty з, = 


A A undi, c Иши олу жө? 
аанак, jn iS o эз т=б, do Sr — 


PES 


ац by êr а bi с dy 
ame ba а) у (8 "а 2) 


аз ба са dy 


аз by cs. 


tres planos no tienen 
originando rectas (forman un 

3) dos planos son paralel 
= тау = 2, т” == 3 y dos casos análogos; 

A) res planos pasan a través de u : 
5) tros planos paralelos: г = f, ría = ría = ri = r == 2. 
1 Sean r y r' respectivamente los rangos de las matrices 
Son posibles cuatro casos: 


ay by ey a, by e аг 
Пеј y ае ds ca da 
bs єз в dy 6 да | 
ас, ац ba Ce de 


1) r = 3, У = 4; las rectas se cruzan; 2) r = r' = 3; las rectas so inter- 
эра: 3) r ='2, 1" == 3; las rectas son paralelas; 4) г = r^ = 2; las rectas coin- 
cidon. 

1884. Sean r y 7 respectivamente los rangos de la matriz simple y de la 
ampliada до un sistema unido de ecuaciones (1) y (2). Son posibles cinco casos: 

1) у = r' = 4; los planos se intersecan on un punto; 2) r = 8, r' = 4; los 
planos se cruzan y'son paralelos a una recta, dada mediante aquellas tres do las 
ecuaciones (f) y (2) que tienen los primeros miembros linealmente indepen- 
dientes; 8) r = 7” = 3; los planos so intersecan en una recta; 4) ғ 42.7 = 3t 
los planos son paralelos; 5) r = r’ == 2; los planos coinciden. 

885. Sean r y г” correspondientemente los rangos de las matricés 

ar dz a.» an аа. 
G ми) o (И 

Son posibles tres casos; 


an е 
bad)" 
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йге 


los hiperplanos зе intersecan por un plano (n — 2)-dimen- 
sional; 2) r = 4, r' = 2, es decir, 21 — 


son paralelas; 3) 
1886 


I» 1 » los hiperplanos 


r’ = 1, los hiperplanos coinciden." 

y Indicación. Emplear el problema 1874 y Ja correspondiente propiedad 
espacios. 

1888, 1889 y 1890. Indierción. Emplear el problema 1887. 

1891, Si zm || ле, лу = лу; si лу 5 ла, ла= ај + (а + Ба). 

1893A Supongamos que el plano zt, se da mediante un Sistema do ecuaciones 


а) 


2) 


+ быа = di, 


y Sgan г, i y tas т} tespectivamento los rangos do la matriz compuesta рог los 
coeficientes de Íncógnitas y де la matriz ampliada de los sistemas ay e 
гү доп los rangos de la matriz compuesta por los cooticientes de las едан 
y la matriz ampliada del sistema unido que consta de todas las ecuaciones de Jos 
Sistemas (1) y (2). Para que los sistemas (1) y (2) prefijen los planos es necesario 
y suficiente qua cada uno de ellos sea compatible, es decir, гу = r! уту = rá Al 
cumplirse estas condiciones para que dichos planos sean paralelos, són necesa- 
rias y suficientes las condiciones: г == máx (rj, rg), P m r4 1. 

1895. a) El pólicdro P so da medianto un sistema do desigualdades z, > 0, 
is za 207 > 0, 21 ал dA isi iS [E z 5. 

? cuatro pirámides cuadrangulares: ОА BCD con el vértico D, ОА DCE con 
ol vértice E ODEFA con el vértice А. OD EFE con ol vórtice B y cuatro totrae- 
dros АСЮР\ АСЕР, BCDF, BCEF son las caras tridimensionales, Indicación. 
A través de dita cuatro puntos que no yacen en un plano bidimensional trazar 
un plano[tridimensional. Si У) ат = 5 es la ecutición de semejante plano y para 
las coordenadas de todos los puntos dados o bien У) ах, > b, о У) ar; < b, la 
correspondiente desigualdad ontra en el sistema de desigualdades, que prefijan 
ol poliedro P. La clausura, convoxa do todos los puntos que yacon en el plano 
tridimensional dado, sorá la cara tridimensional dol poliodro dado. Por ejem- 
plo, los puntos O, A, В, D determinan el plano tridimensional con la ecuación 
л = 0. Para todos los puntos dados х, > 0. Por eso la desigualdad z => О entra 
en el sistema buscado. En el plano iridimensional z, == 0 yacen cinco puntos 
dados: O, A, B, C, D. Su clausura convexa es una pirámide que es en sí nna 
cara tridimensional del poliedro P. Al contrario, los cuatro puntos O, A, B, F 
determinan un plano tridimensional con la ecuación ту — ту = 0, соп Та pare 
ticularidud de que para el punto D tenemos га — zs >> 0 y para el punto 
tenemos ху — 2, < 0. Esto significa que dicho plano no nos lleva a la desigual- 
dad buscada y no contiene las caras del poliedro P. Para reducir 1а cantidad d 
los grupos de cuatro puntos en cuestión es necesario tener on cuenta que dos gri 
pos de cuatro OABC y ODEF son cquitativos derecho y yacen en planos bidi- 
inensionales, 

1896. a) El poliedro P se prefija mediante ol sistema de desigualdades 
жу 2> 0, ха > 0, za >0, та 0, 214 ж, 1, т„-- 2, mL 1, rg 1, 

b) Son caras tridimensionales el cubo ОАВСРЕЕО y sels pirámidos cua- 
drangulares con el vértice común H, a saber: OBCFH, OACEH, OABDH, 
ADEGII, BDFGII, CEFGII- 

1897. Cinco vértices: A (1, 1, 1), B (1,1, —2), C (1, —2, 1). D (—2, 1, 0). 
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Е (-$ ,—1., — 1) . кї poltedro tiene seis caros triangulares ABC, ABD, 


ACD, BCE, BDE, CDE y representa dos tetracdros ABCD y BCDE con la base 
común BCD. 


с) Un prisma trian; 
(0, 0, 1, 0) y (1,0,0, 
d) un cuadrado con vértices (t, 0, 


„п). 
gE VE. А : 
londe С es una matriz dol cambio de la vieja base рог 
la nueva, escrita por las columnas. 

1905. А" = D*AD, donde D == (C*)7 y C es una matriz del cambio de Је 
vieja base P» la nuova, escrita por las columnas. 

1906. А“ = С-1АС = D*AC, donde C es una matriz del cambio де la viejo 
base por la nueva, escrita por las columnas y D = (C*) 

1907. b) F (а, q) = р (2), 2 € Vy, quj E VR- 

1908. Indicación. b) usar la contracción  a,,5^ del tensor aj;b^!, donde 
b^! es ol tensor con las coordenadas bhi == ай! en una misma base. Emplear el 


problema 1907. à 
1913. aj =: a. 
in-C- 0", donde s es la cantidad de inversiones on Ја 


1914. aja 
permutación fp, tay . . «а ћу y t, on la permutación do /1, Jas - ; «y /n 8l los indis 
сез por encima у por debajo son diferentes; en caso contrario la coordenada se~ 
ñalada es igual а cero. i 

1917. Èl invariante igual al número O en todas las bases, 

1918. Indicación. a) Comprobar eso рага cada una do las reglas de equiva= 
lencia, soñuladas en la introducción a este párrafo; b) para demostrar la necesi- 
dad pura = # 0 usar la contracción según Ф con la propiedad q (2) s 0. Para 
demostrar la suficiencia, para el par 20 poner 0 = 0х en el раг 00'; с) usar la 
contracción con q” € V', para la cual q^ (2) = 1, y (2) = 0 (j = 0; d) utili- 
zar c). 


1923. b) giao Zen f, Kis Eni соза; c) g= узе 


agim 
5еп? о; e 
соза, шу а 


(е, —е, соза) = (1, — сіро), е2. 


== senta senta sena 
X (— ei cos aeg) (0, ¿E )i 9 (а, era teat) сова tp, 


cles y*es Г) fum — 2 = [sena], €um t Ur 
al ze 
yy 

1924. Al pasar а la nueva base con la misma orientación, y бо varía, y 
siendo otra la orientación. cambia de dirección. El vector y se obtiene de т gi~ 
rando en un ángulo 2/2 en sentido negativo con respecto а la orientación de la 
base e, es. Indicación. Al aclarar la dependencia de y con respecto а la base, 
utilizar Ja invariación de las ecuaciones tensoriales. Para comprender la relación 
geométrica entre æ о y, examinar una base ortonormal. 

1925. Al pasar a Ја nueva base con la misma orientación las magnitudes 
biy cambian como las coordenadas de un tensor doblemente covariante. Al pa- 


donde 2 — ze, 22е, 
B) 5 == вту? = | вера | f 
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sar а la base de orientación contraria de la magnitud 5, se cambia complemen- 
tariamente el signo. 


1926. aya = Ero ja (6, ју km 1, 2, 0.1 п). 

Indicación. Contraer ambos miembros de la igualdad dado en el probloma 
сов 81285» según t y j, utilizar Ja relación кы '® == 62, y después de esto, 
cambiar las designaciones i, j por a, B y «^, В' рогі, j. 

1928. S = 3/2, h = 1. Indicación. Buscar el área según la fórmula 5 = 

E sen A о utilizar el problema 1935. 


1929. Q (—4, 2, 0). Indicación. Escribir las ecuaciones paramétricas de la 
vecta P 


on coordenadas contravariantes. 
«Indicación. Para demostrar b) tomar la hase ortonormal e, е, еу, 64 
Apude e, está dirigido según u, y еу, es, e, yacon cn un plano tridimensional con 
Жүр, £ y tionon 1а misma orientación: Utilizar la expresión del volumen orion- 
tado горап las fórmulas (17) y (18) de Ја introducción a esto párrafo. 
1931. La invariación, igual al número п en cualquier baso. 


1933: 6. 
6-5 2 
1 i 
1934, b) G =| —5 52|; o HF» DW) con una pre- 
г ( 2-2 J (у yn уп) 


«isión de hasta el signo. 


1935. Indicación. Primer procedimiento: tomar los vectores dados on cali- 
«dad de base; segundo procedimiento: elegir una base ortonormal, 
1987. d= 


son o (aze bs c) |. Indicación, Utilizar ol problema 1938, 
XY aF 03 — 225 созо 


1938. Indicación. Pasar a la base ortonormal con la misma orientación, 


